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Predgovor

U formulaciji gotovo svakog problema upravljanja postoji izvjesno neslaganje
izmedu stvarnog sistema i njegovog matematickog modela dostupnog projektantu.
Odstupanja mogu nastati zbog nemodelirane dinamike, nepoznavanja parametara
ili aproksimacije slozenog, najéesée nelinearnog, ponasanja sistema jednostavnijim
modelom. Zadatak projektanta jeste da projektuje regulator sa ciljem postizanja
zeljenih performansi odziva sistema uprkos neodredenostima. Ovakve okolnosti su
prirodno usmjerile istrazivanja ka razvoju metoda robusnog upravljanja.

Jedan od osnovnih pristupa robusnom projektovanju sistema upravljanja ¢ine
sistemi upravljanja promjenljive strukture - SUPS (eng. Variable Structure System).
Takvi sistemi definisu se skupom upravljackih zakona i pravilom odlucivanja koja,
na osnovu trenutnog stanja sistema, biraju odgovarajuéi zakon upravljanja. Unutar
ove paradigme, upravljanje na bazi kliznih rezima - KR (eng. Sliding Mode Control
- SMC) zahtijeva da se regulator projektuje tako da stanje sistema dovede na
zeljenu kliznu povrs ili u njenu ograni¢enu okolinu, te klizanjem dode u ravnotezno
stanje. Ovim kretanjem se ostvaruje Zeljena dinamika i robusnost sistema.

Opisani pristup nudi vise klju¢nih prednosti. Prvo, odgovarajué¢im izborom
klizne promjenljive, kojom se definise klizna povrs, moguce je oblikovati dinamicko
ponasanje sistema sa zatvorenom povratnom spregom. Drugo, u KR odziv postaje
neosjetljiv na Siroku klasu odstupanja u parametrima modela objekta i djelovanja
vanjskih poremecaja, Sto obezbjeduje inherentnu robusnost. Treée, analiza brzine i
frekvencije promjene upravljackog zakona omoguéava modeliranje realnih efekata i
procjenu mjera potrebnih za priblizavanje idealnim performansama uz istovremeno
minimiziranje oscilacija (vibracija) u sistemu, kao posljedica prekidnog upravljanja
i nemodelirane dinamike, koje se nazivaju treperenje (eng. Chattering).

Koncept sistema upravljanja promjenljive strukture potekao je iz sovjetske skole
automatike 1960-tih godina i danas predstavlja siroko primijenjenu metodologiju
robusnog upravljanja sistemima i estimacije poremecaja i stanja sistema. Uloga

akademkinje dr. B. Perunici¢-Drazenovié, profesorice Elektrotehnickog fakulteta



Univerziteta u Sarajevu, u razvoju i afirmaciji SUPS i Sirem prihvatanju KR
kao naucne oblasti, inicirana je objavom naucnog rada The invariance conditions
in variable structure systems u Casopisu AUTOMATICA, ¢asopisu Medunarodne
federacije za automatsko upravljanje (IFAC) kojeg izdaje ELSEVIER, 1969. godine.
Kroz svoj akademski i zivotni put paznju je uglavnom posvetila razvoju KR.
Ova monografija posveéena je uspomeni na njen naucni trag i pedagoski uticaj,
na snazan podsticaj razvoju KR u vremenski kontinualnom, ali i u vremenski
diskretnom domenu. Stoga, monografija je strukturirana kao nau¢ni omaz njenom
radu i saradnji s autorima.

Monografija je podijeljena u tri dijela. Prvi dio daje historijski pregled ra-
zvoja i osnovnih koncepata SUPS, gdje su dati osnovni pojmovi i principi. Drugi
dio se bavi KR u kontinualom domenu. Obraduju se KR prvog reda, ekviva-
lentno upravljanje, robusnost sistema u KR, KR drugog i viseg reda, te opserveri
zasnovani na KR. Treéi dio posvecéen je KR u vremenski diskretnim sistemima.
Razmatraju se diskretni zakoni dosezanja, diskretno ekvivalentno upravljanje, kao
i diskretni KR drugog i viSeg reda, uz teme estimacije poremecaja i procjene stanja
sistema u diskretnom vremenu. Posebna paznja poklanja se implementaciji na
digitalnim platformama: diskretizaciji, kasnjenju, izboru perioda uzorkovanja,
strategija upravljanja primjenom vise perioda uzorkovanja (multirate strategija)
i problemima s ogranic¢enjem upravljanja. Monografija naslovljena ”Od kontinu-
alne invarijantnosti do diskretne robusnosti” omoguéava ¢itaocu da od temeljnih
pojmova i historijskog konteksta, napreduje ka metodama i dokazima u kontinual-
nom domenu, te specificnostima diskretne implementacije. Dijelovi monografije
zasnovani su na rezultatima prethodno objavljenih nauc¢nih radova autora, koji su
ukljuceni uz postivanje autorskih prava i uz saglasnost izdavaca.

Posebnu zahvalnost autori duguju recenzentima na konstruktivnim komentarima
koji su unaprijedili jasno¢u i dosljednost teksta. Njihove sugestije su pazljivo
razmotrene i u najveéoj mjeri uvazene prilikom zavrsne dorade.

U pisanju teksta moguéi su propusti, od tehnic¢kih do gramati¢kih. Autori
sa zahvalnoséu primaju sve primjedbe i sugestije koje ¢e razmotriti sa ciljem

poboljsanja bududih izdanja.

Sarajevo, 2026. godina Autori



Izvod iz biografije

akademkinje dr. Branislave Perunici¢-Drazenovié

Rodena u Pancevu, u porodici prosvjetnih radnika.
Osnovnu skolu je zavrsila u Beogradu, gimnaziju u
Kraljevu, a diplomske i magistarske studije na Elek-
trotehnickom fakultetu u Beogradu (1960 i 1965).
Od diplomiranja zivi u Sarajevu i radi na Elektroteh-
nickom fakultetu u Sarajevu od njegovog osnivanja.
Pored rada na Elektrotehnickom fakultetu bila je
nauc¢ni saradnik instituta IRCA i IRIS u Energo-

investu. Kao gostujudi profesor i nau¢nik boravila

je na nekoliko univerziteta u SAD.

Od 1966. godine je na studijskom usavrsavanju 15.09.1936. - 17.03.2025.
u Institutu za probleme upravljanja Akademije nauka SSSR, u Moskvi, gdje je
1968. godine odbranila tezu kandidata nauka iz oblasti upravljanja sistemima
promjenljive strukture s kliznim rezimom. Kao prvi doktorant iz oblasti automatike,
doktorirala je 1971. godine na Elektrotehnickom fakultetu Univerziteta u Sarajevu
na temu Multivarijabilni sistemsi s promgjenljivom strukturom.

U okviru svoje kandidatske teze i doktorske disertacije akademkinja B. Perunic¢i¢-
Drazenovi¢ dala je veoma znacajne doprinose teoriji sistema upravljanja promjen-
ljive strukture s kliznim rezimima. O tome u monografiji Teorija sistema s
promgjenljivom strukturom (HAYKA, 1970). godine ¢iji su autori prof. S. Jemelja-
nov i ¢lanovi njegovog tima, a najpoznatiji medu njima prof. V. Utkin svjedoce

dva citata:

"Principijelna mogucénost dobijanja nezavisnosti kretanja sistema s promjenljivom
strukturom od spoljasnjih poremecaja, koji se karakterisu nestacionarnim
vektorom, koji leZi u potprostoru Rg, prvi put je uocen od strane jugoslovenskog

naucnika B. Drazenovié.” (str. 250.)



"Interesantan nacin stabilizacije aperiodicno nestabilnih objekata pomocu SUPS s

vektorskim upravljanjem predloZila je B. DraZenovié.” (str. 259.)

Prvi citat se odnosi na veoma znacajan rezultat uslovi invarijantnosti SUPS s
KR, a u svijetu poznat kao Matching Conditions. Ovaj rezultat je postao poznat
Siroj nauc¢noj javnosti nakon publikovanja u ¢asopisu AUTOMATICA [5]. Podsticaj
da objavi ovaj rezultat akademkinja B. Perunic¢i¢-Drazenovié¢ je dobila od prof. P.
Kokotovi¢a. Drugi rezultat pomenut u citatu govori o pionirskoj ulozi akademkinje
B. Perunici¢-Drazenovié¢ u razvoju teorije multivarijabilnih sistema upravljanja
promjenljive strukture.

Do druge polovine Sesdesetih godina XX stoljeca, istrazivanja u oblasti kliznih
rezima su se odvijala na sistemima sa skalarnim upravljanjem. U nau¢nom radu
Vadim 1. Utkin and Sliding Mode Control (JOURNAL OF THE FRANKLIN INSTITUTE,
2023) autori A. Poznjak and Y. Orlov navode:

?Prekidnost upravljanja u KR obezbjeduje neke osobine robusnosti za sistem u
zatvorenoj petlji, kao sto je invarijantnost u odnosu na podudarne perturbacije
prema prof. B. DraZenovié [5], koja je bila jedan od saradnika prof. V. Utkin u

razvoju multivarijabilnih sistema s kliznim reZimima.”

Osim spomenutih rezultata, akademkinja B. Perunici¢-Drazenovié je jedan od
koautora metode ekvivalentnog upravljanja, sto se gotovo i ne pominje u nauc¢nim
publikacijama, osim u jednom nauc¢nom radu prof. V. Utkina, za ¢ije se ime vezuje
ova metoda. Na osnovu hronologije publikacija na tu temu, nedvosmisleno se
moze ustanoviti da je osnovne postavke metode dala akademkinja B. Perunicié¢-
Drazenovié¢ u okviru svoje kandidatske teze pod mentorstvom prof. V. Utkina, a da
je prof. V. Utkin tu metodu, koristeéi rezultate Filipova [83] u rjesavanju problema
diferencijalnih jednacina s prekidnom desnom stranom, metodu ekvivalentnog
upravljanja dodatno matematicki razvio do nivoa osnovne metode za analizu i
sintezu SUPS. Prve rezultate je prof. V. Utkin objavio u nau¢nom radu Klizni
rezimi u sistemima sa promjenljivom strukturom (AUTOMATIKA - TEORETSKI
PrILoG, 1970).

Nemirni istrazivacki duh i splet zivotnih okolnosti, akademkinju B. Perunicié-
Drazenovié¢ tokom rada odvodi u oblasti analize signala, elektroenergetike i teleko-
munikacija, gdje daje znacajan doprinos. Zbog ove okupiranosti dugo vremena nije
aktivno radila u podru¢ju SUPS, ali na nagovor prof. C. Milosavljevi¢a ponovo

se vra¢a u podruéje kliznih rezima. Poslije njenog povratka iz SAD i odlaska na
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8" INTERNATIONAL WORKSHOP ON VARIABLE STRUCTURE SYSTEMS odrzan
2004. godine u Barseloni ponovo postaje aktivni ucesnik u oblasti SPUS. Njen
povratak u oblast SUPS je zajedno s autorima ove monografije intenzivno obiljezila
nizom publikovanih radova na nacionalnim i internacionalnim konferencijama, te u
eminentnim medunarodnim casopisima. Inicijator je i autor tri znacajna rezultata

koja upotpunjuju sadrzaj monografije:

e opsta metoda sinteze kliznog potprostora u linearnim vremenski invarijantnim
sistemima koja obuhvata kako kontinualne tako i diskretne KR kako prvog

tako i punog viseg reda [56].

» estimacija poremecaja u diskretnim sistemima s KR na osnovu klizne pro-

mjenljive [72].

o dekompozicija multivarijabilnog, linearnog vremenski invarijantnog sistema

na nezavisne podsisteme promjenljive strukture s KR bilo kojeg reda [68].

Na GoogleScholar ima evidentirane 114 reference s indeksom citiranosti od 3381,
a njen najpoznatiji naucni rad [5] citiran je 1364 puta.

Akademkinja B. Perunic¢i¢-Drazenovi¢ pored naucno-istrazivackog rada bila je
aktivna i u nastavnom i organizacionom radu, te drustvenom zivotu. Tokom svog
akademskog rada, izvela je 14 doktora nauka medu kojima su i autori monografije.
Krasile su je osobine kolegijalnosti i spremnosti da pomogne svojim znanjem i
iskustvom. U ovom kratkom osvrtu akcenat je stavljen na njen doprinos oblasti
koja je predmet ove knjige. O njenoj djelatnosti izvan tog okvira moze se vidjeti u
publikacijama ANUBIiH, Elektrotehnickog fakulteta Univerziteta u Sarajevu, te

na mnogim internet platformama.
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Dio 1
Sistemi upravljanja

promjenljive strukture (SUPS)

Ovaj dio daje kratki historijski i teorijski razvoj SUPS u kontinualnom
i diskretnom vremenskom domenu, od ranih radova i klju¢nih ideja
koje su dovele do danasnjih robustnih regulatora. Posebno je istaknuta
sarajevska skola kliznih rezima i njen doprinos u razvoju. Uveden je
pojam SUPS, te se objasnjava kako se iz SUPS prirodno dobija KR kao
posebna dinamika sistema kada se trajektorija dovede na unaprijed
zadanu kliznu povrs i na njoj zadrzi. Na kraju se kroz jedan primjer
sistema intuitivno objasnjava SUPS poredenjem s klasi¢nim linearnim
regulatorom po stanjima, gdje se pokazuje kako SUPS moze poboljsati

ponasanje sistema i obezbijediti Zeljene osobine trajektorije sistema.







1. Razvoj SUPS u

kontinualnom vremenskom

domenu

SUPS, koje je uveo prof. S. Jemeljanov sredinom 1950-ih godina u Rusiji [1] i dalje
razvijao sa svojim saradnicima u Institutu za automatiku Akademije nauka SSSR
postali su vazna klasa robusnih sistema upravljanja. Takode, grupa istrazivaca
okupljena oko prof. E. Barbasina u Jekaterinburgu (tadasnji Sverdlovsk) je radila
na rjesavanju problema SUPS [2]. Ono sto je jako vazno jeste da je kod ovakvih
sistema uocCen poseban oblik kretanja sistema po zeljenoj trajektoriji koje je nazvan
klizni rezim - KR (eng. Sliding Mode - SM). Danas je to poznata nelinearna metoda
upravljanja koja mijenja dinamiku nelinearnog sistema primjenom prekidnog
upravljackog signala koji tjera sistem da ,klize* duz presjeka posebno izabranih
kliznih funkcija (povrsina). Pored S. Jemeljanova i E. Barbasina, A. Filipov,
V. Utkin i B. Perunic¢ié-Drazenovi¢ su dali znacajan doprinos pocetnom razvoju
SUPS [1H5]. Radili su na problemima stabilnosti, osjetljivosti i robusnosti SUPS, a

njihovi rezultati su imali izuzetan uticaj na daljnji razvoj upravljanja na bazi KR.

Krajem sSestdesetih godina proslog stoljeca, profesori S. Zimonji¢, Z. Pasi¢ i
B. Mati¢ s Elektrotehnickog fakulteta Univerziteta u Sarajevu zajedno s prof.
B. Perunic¢i¢-Drazenovié¢ uzimaju aktivno ucesée u rjesavanju problema SUPS.
Imenovani su u istrazivackoj grupi prof. S. Jemeljanova, u Moskvi, radili na
problemu stabilnosti, osjetljivosti i osobinama SUPS u generalizovanom prostoru
stanja. Kao rezultat zajednickih istrazivanja razvijen je sistem automatskog
upravljanja tehnoloskim procesima baziran na SUPS ¢ija prakti¢na realizacija
je izvedena u sarajevskom Energoinvestu. Ovo prozimanje teorije i prakse kroz
zajednicko djelovanje obrazovnih, istrazivackih i proizvodnih institucija u godinama

koje slijede dovodi do onoga $to je poznato kao sarajevska skola automatike [6].



1. Razvoj SUPS u kontinualnom vremenskom domenu

Sirenje teorijskog istrazivanja SUPS i KR pokrenuli su naucni radovi [5, [7, [§].
U nauc¢nom radu prof. B. Perunic¢i¢-Drazenovi¢ [5] prvi put su formulisani uslovi
invarijantnosti (eng. Matching Conditions) na poremecaje kod SUPS u KR rada.
To je ujedno i prvi naucni rad objavljen iz oblasti KR na engleskom jeziku. U radu
se prvi put primjenjuje metoda usrednjenog upravljanja, kasnije preformulisana
kao metoda ekvivalentnog upravljanja (eng. Equivalent Control) od strane prof. V.
Utkina [7, 8]. Prof. V. Utkinu se moze pripisati $§to danas ova metoda predstavlja
jedan od osnovnih pristupa u analizi i sintezi SUPS. U nau¢nim radovima [7} [§],
detaljno su obradene primjene metode Filipova i stabilnosti po Ljapunovu na
probleme SUPS u KR, kao i procedure projektovanja primjenom regularnog oblika
matematickog modela dinamickog sistema. Definisani su koncept ekvivalentnog
upravljanja i uslov invarijantnosti, umjesto usrednjenog upravljanja, kao i princip

invarijantnosti uveden u pionirskom radu [5].

Klizno upravljanje treba da vodi stanje sistema ka unaprijed definisanom kliznom
potprostoru u kona¢nom vremenu, pocevsi od proizvoljnog pocetnog stanja. Stoga,
otvorena su dva glavna pitanja u sintezi upravljanja kod sistema s KR: kako
pronacéi potprostor da se postigne zZeljeno klizno kretanje i kako projektovati
upravljacki sistem koji garantuje dosezanje kliznog potprostora i postojanje KR.
Ocigledno, zakon upravljanja ima dva dijela: dio za dosezanje kliznog potprostora,
izabran kao prekidna funkcija, Ciji je zadatak da dosegne klizni potprostor G i
dio, koji ogranicava kretanje sistema duz kliznog potprostora G. Glavne prednosti
KR su: kompenzacija ogranic¢enih poremecaja, redukcija reda dinamike sistema i
konvergencija u kona¢nom vremenu ka kliznom potprostoru. Pored ovih prednosti,
postoje i nedostaci, od kojih je najznacajniji fenomen treperenja (eng. chattering).
Kada teorija Ljapunova nije bila Siroko poznata, postojali su problemi s analizom
stabilnosti sistema i rjesavanjem diferencijalnih jednacina s prekidnom desnom

stranom koje opisuju dinamiku sistema u KR.

Tokom 80-tih godina XX stoljec¢a, saradnja ruskih i sarajevskih istrazivaca
je nastavljena, tako da je kao drugi znacajan rezultat saradnje bio sistem za
upravljanje brzinom trofaznog asinhronog kaveznog motora zasnovan na SUPS s
KR, predlozen u disertaciji prof. A. Sabanoviéa. Glavni rezultati disertacije su
objavljeni u nau¢nom radu [9], koji je skrenuo paznju istrazivaca u oblasti primjene
energetske elektronike i KR u upravljanju trofaznim elektri¢nim masinama. Nadalje
su nastavljena istrazivanja primjene KR u upravljanju robotskim manipulatorima,

statickim pretvara¢ima, te adaptivnim sistemima, [T0HI2].
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Interesantno je napomenuti da su sarajevski istrazivaci, koristeé¢i ste¢ena znanja
iz KR, radili na razvoju sistema upravljanja invertorski pogonjenim asinhronim
masinama u tramvajima. SteCena znanja i postignuti rezultati su iskoristeni u
doktorskim disertacijama kandidata M. Vujovié¢a, F. Bilalovi¢a, O. Music¢a, N.
Sabanovié-Behlilovi¢ i N. Hadzimejli¢a koje su uspjesno odbranjene na Elektroteh-
nickom fakultetu Univerziteta u Sarajevu. Akademkinja B. Perunici¢-Drazenovié je
dala svoj direktan doprinos kroz mentorski rad ili ucesée u komisijama za odbranu

pobrojanih doktorskih disertacija.

U pocetnoj fazi istrazivanja KR razmatrani su sistemi n-tog reda s jednim
ulazom (eng. Single Input - SI) [IH4], odnosno sa skalarnim upravljanjem. Klizni
potprostor G definisan je kao ¢ = 0 u kanonskom prostoru stanja, gdje je g
klizna promjenljiva koja zavisi od stanja sistema i njihovih izvoda do (n — 1)-tog
reda. Sinteza kliznog upravljanja za sistem s vise ulaza (eng. Multiple Input -
MI), odnosno s vektorskim upravljanjem, prvi put je opisan u pionirskom radu
[5]. Ocigledno, klizna povrs G za sisteme s vise ulaza definisana je s g;(x) = 0
(i = 1,---,m), gdje je m broj upravljackih ulaza, a x je vektor stanja. Tada
upravljanje zavisi od vektora stanja x, a kretanje u KR opisuje dinamika (n — m)-
tog reda. Ako prvi izvod klizne promjenljive g eksplicitno zavisi od upravljackog
ulaza, tada klizna promjenljiva g ima relativni red 7 = 1 u odnosu na upravljacki
ulaz. Posto svaki upravljacki ulaz smanjuje red dinamike KR za jedan, takav tip
kliznog upravljanja se ponekad naziva upravljanje KR prvog reda ili konvencionalni
KR.

Sinteza kliznog upravljanja s kliznim funkcijama g; s relativnim redom r > 1
poznata je kao upravljanje KR viSeg reda - KRVR (eng. High-order Sliding Mode
Control - HOSMC) [13]. U ovom slucaju, red dinamike KR moze biti smanjen za
vise od broja ulaza. Za sisteme sa skalarnim upravljanjem, razvijen je regulator
koji smanjuje red dinamike KR za viSe od jedan, dok su predstavljeni i regulatori
s proizvoljnim redom KR s konvergencijom u kona¢nom vremenu [14-17]. Kao
poseban slucaj, KR drugog reda poznat kao super-twisting algoritam - STA,
obraden je u mnogim radovima [I4HIg]. Dokazano je da sinteza KRVR pomaze u
ublazavanju efekta treperenja i pruza veéu preciznost u realnim aplikacijama. U
naucnom radu [19], prof. V. Utkin je dokazao da u sistemu sa STA postoji pravi
KR drugog reda, dok se u svim drugim sluc¢ajevima teorija upravljanja moze svesti

na klasicne KR prvog reda.



1. Razvoj SUPS u kontinualnom vremenskom domenu

U posljednjim godinama, svi pristupi sintezi upravljanja s KRVR koriste osobinu
homogenosti [20H22]. Na taj nacin, projektovanje sistema i analiza robusnosti,
preciznosti i konvergencije KRVR postaju mnogo jednostavniji. Primjena KRVR
na sisteme s vektorskim upravljanjem rijetko je razmatrana [23H25]. Umjesto
dinamike sistema u zatvorenoj povratnoj sprezi, razmatra se samo dinamika
izabranih izlaza. Treba naglasiti da KRVR s prekidnim upravljanjem moze takode
eliminisati poremecaje koji djeluju kroz kanal upravljanja. Upravljanje KRVR
reda za linearne sisteme sa skalarnim upravljanjem s vremenski nepromjenljivim
parametrima (eng. Linear Time Invariant - LTT), koriste¢i model prostora stanja,
prvi je opisan u nau¢nom radu [26]. Pokazano je da jednacina Zeljene dinamike
g-tog reda KR ima (n — ¢)-ti red u sistemima. Ovaj regulator zahtijeva upotrebu
diferencijatora izabranog izlaza. Izlaz je izabran tako da dinamika KR moze imati
proizvoljne stabilne polove. U nau¢nim radovima [27, 28], predlozena je sinteza
KRVR za LTT sisteme. Klizne promjenljive su izabrane tako da relativni red kliznih
funkcija bude jednak indeksima kontrolabilnosti. Stoga KR ima red jednak nuli, i
dobija se upravljanje u kona¢nom vremenu.

Uprkos dobrim karakteristikama, sinteza kliznog upravljanja u kontinualnom
vremenu ima i svoje nedostatke u digitalnoj implementaciji. Teoretski, frekvencija
prekidanja kod KR u kontinualnom vremenskom domenu je beskonac¢na. Primjena
digitalnih hardverskih struktura u sistemima automatskog upravljanja usmjerila
je istrazivanje ka digitalnim KR (eng. Discrete-Time Sliding Mode Control) ¢iji

razvoj je prezentiran u sljede¢em poglavlju.



2. Razvoj SUPS u diskretnom

vremenskom domenu

Razvoj diskretnih KR u SUPS zapoceo je krajem sedamdesetih godina XX vijeka.
Tako su neka istrazivanja bila provedena i ranije, najznacajniji iskorak u ovom
pravcu inicirao je akademik dr. B. Matié, profesor Elektrotehnickog fakulteta
Univerziteta u Sarajevu [6]. Prvi radovi su se odnosili na dosezanje i odrzanje
diskretnog KR u okolini klizne prave kod dinamickih sistema drugog reda, a zatim i
sistema viSeg reda, kao i drugih osobina i efekata u sistemima s diskretnim KR [29+
31]. Nesebi¢nu pomo¢ kod rada na navedenim problemima pruzila je akademkinja
B. Peruni¢i¢-Drazenovié. Esencijalni rezultati istrazivanja publikovani su u [32],
¢asopisu Automatika i telemehanika Akademije nauka SSSR, koji se prevodi na
engleski jezik pod nazivom Automatic and Remote Control. Ta istrazivanja su se
odnosila na diskretnu realizaciju algoritama kontinualnih SUPS s KR iz prve faze
istrazivanja grupe prof. S. Jemeljanova. Predlozeni algoritmi se mogu podvesti
pod klasu kvazi-relejnih algoritama upravljanja u kojima intenzitet prekidnog
upravljanja opada s priblizavanjem stanju ravnoteze sistema. Najznacajniji rezultat
[32] je definicija potrebnih uslova nastanka kvazi KR (ovaj termin je prvi put
uveden umjesto cik-cak rezima kretanja karakteristicnog za diskretne KR) u
diskretnim SUPS. Potrebni uslovi dosezanja kvazi KR u diskretnom domenu su
dati i u [33]. Sli¢na istrazivanja su objavljena u naucnim radovima [34, 35], a
dovoljni uslovi stabilnosti diskretnih KR definisani su u nau¢nim radovima [36-39].

U tom periodu odvijaju se istrazivanja diskretnih KR karakteristi¢nih za drugu
etapu razvoja SUPS s KR, a koja se zasniva na metodi ekvivalentnog upravljanja,
koju je, za kontinualne sisteme, predlozila akademkinja dr. B. Perunici¢-Drazenovié
koje je publikovala u [5] i disertaciji [40]. Profesor V. Utkin je metodu ekvivalentnog
upravljanja dalje usavrsio [41]. Prvi rezultati s ekvivalentnim upravljanjem za
diskretne sisteme ostvareni su 1985. godine u okviru disertacija [42, 43|, pri

¢emu su rezultati [42] znacajniji u teorijskom pogledu, ali nisu blagovremeno
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publikovani u nekom znacajnijem ¢asopisu ili medunarodnoj konferenciji. Mnogo
kasnije se pojavljuje publikacija [44], u kojoj se publikuju rezultati disertacije
[42]. Osnovni rezultat ovih disertacija je formiranje idealnih diskretnih KR. U
njima, stanje sistema, za konacno vrijeme, doseze kliznu povrs i ostaje na njoj, u
trenucima uzorkovanja, u nominalnom sistemu, a upravljanje dosezanja i klizanja
je jedinstveno i identi¢no ekvivalentnom diskretnom upravljanju. Ovo je bitna
razlika u odnosu na kontinualne sisteme, gdje ekvivalentno upravljanje samostalno
ne obezbjeduje dosezanje i klizanje, ve¢ zahtijeva primjenu komponente prekidnog

upravljanja.

Ubrzo nakon 1985. godine, u casopisu Automatica prijavljen je naucni rad
autora M.E. Magana i S.H. Zak s Purdue University (SAD), koji je imao sli¢ne
rezultate kao [42]. Navedeni nauc¢ni rad nije prosao strogu recenziju ¢asopisa, ali
autori imaju publikaciju [45]. 1989. godine publikovan je naucni rad [46], u kome
se prvi put u 8iroj naucnoj javnosti, promovise diskretno ekvivalentno upravljanje.
Metodu su dalje razvijali S.V. Drakunov i saradnici [47H49]. U ovim radovima se
razmatra problem tac¢nosti, odnosno Sirine pograni¢nog sloja kvazi KR, te uvodi
estimator poremecaja na osnovu nominalnog diskretnog modela objekta upravljanja
pod nazivom estimator poremecaja s jednim periodom kasnjenja (eng. One step
delayed disturbance estimator). Na osnovu ovih radova, metoda ekvivalentnog
upravljanja, u diskretnim KR, je postala dominantna. Ipak, jedan nedostatak
ove metode je znacajan, a to je preveliko pocetno upravljanje, narocito za male
periode uzorkovanja. Taj problem je rijesio kineski nau¢nik Gao, W. [50] uvode¢i
upravljanu dinamiku kretanja i u rezimu dosezanja klizanja. To je nazvao metoda
zakona dosezanja (eng. Reaching-law method). Pored kontrole dinamike dosezanja
KR, sto je ranije promovisano za kontinualne sisteme u [51], klizanje se organizuje
tako da se sistem prisiljava da, u svakom periodu uzorkovanja, mora presijecati
kliznu povrs. Na taj naéin nastaje determinisani cik-cak rezim kretanja oko klizne

povrsi s unaprijed definisanim sektorom kvazi KR.

Problem prevelikog pocetnog upravljanja kod metode bazirane na ekvivalentnom
upravljanju se moze rijesiti jednostavnim umetanjem nelinearnog elementa tipa
zasi¢enja (saturacije ili limitera) izmedu diskretnog regulatora i objekta upravljanja,
Sto je pokazano u nau¢nom radu [52]. Na ovaj nacin se samo produzava vrijeme
dosezanja. U toku ogranic¢enja objekat je bez povratne sprege, koja se uspostavlja
¢im sistem ude u linearnu zonu. Nedostatak ovog pristupa je u nemoguénosti

primjene na nestabilne objekte.



U naucénom radu prof. A. BartosSevica [53], baziranom na Gaovom zakonu
dosezanja, predlozena je funkcija kojom se odreduje upravljanje dosezanja na
osnovu pocetnih uslova klizne promjenljive i zeljenog broja perioda uzorkovanja za
dosezanje klizanja. Osim toga, ne zahtijeva se strogo presijecanje klizne povrsi,
u svakom periodu uzorkovanja. Predlozeno je suzavanje kvazi klizne oblasti
koristenjem sume razlike uzoraka stvarne i zeljene pozicije klizne promjenljive, Sto
je u stvari djelovanje po integralu greske izmedu stvarne i zeljene vrijednosti klizne
promjenljive. Po svojim osobinama koje postize, ova metoda je bliza metodama
baziranim na ekvivalentnom upravljanju. Sljedeéi karakteristican pristup pripada
diskretnim sistemima upravljanja s kliznim sektorom [54] koji nisu naisli na Siru

primjenu u praksi.

Prethodno su navedeni radovi koji su vremenski kontinualni matematicki model
objekta upravljanja prevodili u diskretni, primjenom z-transformacije koristenjem
kola zadrske nultog reda (eng. Zero-order-hold) i tzv. $ift modela. Drugi nac¢in
diskretizacije je primjena Ojlerove aproksimacije diferencijala odnosno §-model
objekta. Takav pristup za sintezu diskretnih KR je prvi put dat u [55]. U osnovi,
to je drugi oblik projektovanja baziranog na ekvivalentnom upravljanju, ali je
jedinstveno diskretno ekvivalentno upravljanje iz Sift modela u §-modelu razdvojio
na dvije komponente: na komponentu d-ekvivalentnog upravljanja i komponentu
dosezanja koja je proporcionalna kliznoj promjenljivoj u d-domenu podijeljenoj s
periodom uzorkovanja. Time se na ocigledan nacin objasnjava osobina diskretnog
ekvivalentnog upravljanja da je istovremeno i upravljanje dosezanja i ekvivalentno
upravljanje kao i pojava prevelikog upravljanja dosezanja. U tom radu je dat i
postupak odredivanja parametara klizne promjenljive na osnovu zeljenog spektra
polova. U algoritmu upravljanja je uklju¢eno ogranicenje na upravljanje, koje
nije tipa limitera. Efikasniji nac¢in sinteze klizne promjenljive na osnovu zeljenog
spektra polova kako za kontinualne, tako i za diskretne sisteme, sa skalarnim ili s

vektorskim upravljanjem, predlozen je u [56] Sto je generalizacija metode [57].

Na osnovu pocetnih istrazivanja diskretnih KR, diskretizacijom kontinualnih
algoritama, zakljuceno je da taj pristup ne daje dobre rezultate, jer se u sistemu
javlja prekidno upravljanje velike amplitude zbog kasnjenja usljed diskretizacije.
S tim u vezi, ponikla je ideja prevodenja kontinualnih algoritama u diskretne
bez nezeljenih treperenja. Prvi nau¢ni rad na tu temu je [46], gdje se koristi
implicitna realizacija signum funkcije. Ta ideja je dalje razradena u potpunosti, u

zatvorenom obliku, za sisteme sa skalarnim upravljanjem u [55]. Drugaciji pristup
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rjeSavanju tog problema iniciran je u [58] na osnovu koga je nastala svojevrsna

francuska skola implicitne diskretizacije SUPS s kretanjem u KR.

Drugi smjer u pravcu smanjenja nezeljenih treperenja je primjena KRVR, koji
su izvorno nastali u kontinualnom domenu, ali su te ideje prosirene i na diskretne
KR. Prema misljenju prof. V. Utkina, KRVR samo su jedan specifican oblik
tradicionalnih KR prvog reda, jedino se kod STA stvarno ostvaruje KR drugog
reda. STA je veoma efikasan u kompenzaciji poremecaja i minimizaciji nezeljenih
oscilacija. Zbog toga je postao predmet izucavanja i u diskretnom domenu [59-
63]. Efikasnost STA u kompenzaciji poremecéaja lezi u Cinjenici da se u njemu
upravljanje formira i uz pomo¢ integrala klizne promjenljive. Primjena integralnog
djelovanja u sistemima promjenljive strukture moze se ostvariti dodavanjem PI
zakona upravljanja. Posebna klasa sistema pod nazivom integralni KR je najprije

uvedena u kontinualnom domenu [64], a zatim je proSirena i na diskretne KR [65].

U najveéem broju publikacija tretirani su uglavnom sistemi sa skalarnim uprav-
ljanjem. Kada se radi o vektorskom upravljanju s istim brojem upravljackih signala
i izlaza, u klasi diskretnih sistema s KR za LTI sisteme neki rezultati su dati u
[66-68]. PredloZeni pristup vrsi rasprezanje viSevarijabilnog sistema na podsisteme
s jednim ulazom i jednim izlazom, ¢ime se projektovanje svodi na sintezu sistema

sa skalarnim upravljanjem.

Osnovni nedostatak sistema upravljanja s diskretnim KR u odnosu na kon-
tinualne je gubitak osobine invarijantnosti — osobine koja odlikuje kontinualne
KR. Taj gubitak je posljedica diskretnog upravljanja i kontinualnih poremecéaja
u istom dinamickom sistemu. Ipak, i pored gubitka invarijantnosti, diskretni
KR posjeduju osobinu robusnosti, utoliko vise ukoliko period uzorkovanja tezi
nuli. Kako bi se poboljsala robusnost diskretnih KR, jedan od pristupa bio je
procjena i kompenzacija poremecaja. U nau¢nom radu [48] primijenjena je pro-
cjena poremecaja s jednim korakom kasnjenja, koja je suzila kvazi klizni domen
na O(T?), ali je stacionarna greska za regulaciju stanja postigla tacnost reda
O(T). Precizniji rezultati pra¢enja postignuti su u nauénom radu [65] primjenom
diskretne integralne klizne povrsi, sto je rezultiralo i kvazi kliznim domenom reda
O(T?) i tacnoséu regulacije stanja. Problem robusnog projektovanja diskretnih KR
veoma je atraktivan i rijeSen primjenom opservera ili posmatraca ili procjenjivaca
poremecaja [506], [66H70] ili adekvatnim izborom klizne povrsi za poremedcaje koji
se ne podudaraju s upravljanjem, odnosno koji ne ulaze preko kanala upravljanja
[r7].
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Na kraju, mnogi radovi su posveéeni rjesavanju prakti¢nih problema u regulaciji
elektromotornih pogona [70] [71} [77H80], pretvaraca energetske elektronike [80-
83], avionom [66HG8], logistiku i upravljanje zalihama roba [84], orijentisanim
komunikacijskim mrezama [85], i drugim procesima. Za vremenski period od 45
godina, u istrazivanju diskretnih KR, publikovan je veliki broj radova, a jedan
mali dio je naveden u ovom uvodu koji su imali dominantan uticaj na autore ove
knjige, a u nekima od njih su i direktni uéesnici. Citaoci se upuéuju i na reference

u gore navedenim radovima kao i na pregledne radove.
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3. Koncept SUPS

Osnovna ideja SUPS moze se jednostavno objasniti poredenjem s linearnim regula-
torom po stanju za linearni sistem s jednim ulazom definisanim jednacinamas:
:I';l = T2,

(3.1)
l"g = u,

gdje su x1, x2 € R stanja sistema, a u € R je upravljanje.
Prvo ¢ée biti analiziran linearni regulator po stanjima definisan jednacinom za

upravljanje

U(.’El, :EQ) == —klxl - ]{22332, (32)

gdje su k1, ko € R konstantni parametri koji se mogu odabrati razli¢itim postupcima
projektovanja regulatora. Cilj projektovanja regulatora je da se sistem definisan
jednadinama iz bilo kojeg pocetnog uslova x(0) = [21(0) :)32(0)]—r moze
dovesti u ravnotezno stanje x(t) = 0 gdje t — co. Na ovaj nadin sistem ¢ée biti
asimptotski stabilan.

S upravljanjem (3.2)) karakteristi¢na jednacina sistema (3.1)) imace rjesenja

s12 = —%(k:g + /4Ky — kg) (3.3)

Ako je ko = 01 k; > 0 rjesenja ¢e biti ¢isto imaginarna i sistem ¢e oscilovati
s frekvencijom koja zavisi od vrijednosti parametra ki. Sistem s ovakvim
upravljanjem ne moze biti asimptotski stabilan. Na slici su prikazane trajektorije
kretanja sistema za dvije razli¢ite vrijednosti parametra pojacanja ki = 0, 2
ik =1,8.

U SUPS, upravljanje je definisano skupom kontinualnih funkcija stanja uz logiku
prebacivanja koja omoguéava promjenu vrijednosti upravljanja na nacin da se u
bilo kojem trenutku vrijednost prebaci s jedne na drugu funkciju iz definisanog
skupa. Problem projektovanja SUPS je izbor parametara za svaku od struktura

upravljanja i definisanje logike prebacivanja.
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Slika 3.1. Trajektorija kretanja sistema (3.1 s upravljanjem (3.2)): (a) parametar poja-
¢anja k1 = 0,2, (b) parametar pojacanja ky = 1,8

Vrlo vazna osobina SUPS jeste da moze generisati nove oblike kretanja sistema
koja nisu svojstveni ni u jednoj od koristenih struktura upravljanja. Na primjer,
asimptotski stabilan sistem moze se sastojati od dvije strukture upravljanja, iako
nijedna od njih nije asimptotski stabilna. Ova moguénost je prikazan na slici

za sistem opisan jednac¢inom (3.1)), pri ¢emu je upravljanje definisano relacijom

—0.2z1, ako je xix9 <0,
u(xy, xe) = (3.4)
—1.8x1, ako je xyixg > 0.

\/

Slika 3.2. Trajektorija kretanja sistema (3.1]) s upravljanjem (3.4))
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Trajektorija kretanja sistema prikazana na slici [3.2] je stabilna i sastoji se od
dijelova elipsi prikazanih na slici[3.Iod koji nijedna nije asimptotski stabilna. Ovdje
je vazno naglasiti da je asimptotska stabilnost postignuta logikom prebacivanja
koja mijenja strukturu sistema na koordinatnim osama. Na ovaj nacin je pokazana

korisnost uvodenja SUPS.

U prethodno navedenom primjeru, stabilna trajektorija kretanja sistema je
dobijena kombinovanjem dijelova trajektorija kretanja razli¢itih struktura. Sli¢na
trajektorija se moze dobiti ako su parametri pojacanja upravljanja drugacije
odabrani. Na slici su prikazane vremenske promjene stanja x; i z9 za slucaj
kada je primijenjeno upravljanje (slika i za slucaj kada je primijenjeno
upravljanje u(x1,x2) = —0,921 — 0,622 (slika [3.3(b))). Prikazani odzivi su dosta
slicni iako vrijedi naglasiti da linearni regulator daje glatkiji odziv i realizacija mu

je jednostavnija.

z1(t), 22(t) z1(t), 22(t)

—z(?) o —ai(t)

/\ ) )

T : TN ;

(a) (b)
Slika 3.3. Vremenski dijagram promjene stanja sistema (3.1): (a) s upravljanjem (3.4)),

(b) s upravljanjem u(xy,x2) = —0,9z1 — 0,629

Sljedeéi primjer ¢e pokazati kako je moguce dobiti SUPS ¢ija stabilna trajektorija

nece odgovarati niti jednoj od koristenih struktura.

Za sistem opisan jedna¢inom (3.1) s upravljanjem definisanim relacijom
u(ry,x2) = —cxe — asign(cxy + x9), (3.5)

trajektorija kretanja sistema je prikazana na slici za o = 3 i ¢ = 2. Dobijena
trajektorija je ponovo stabilna ali ovaj put ona nije svojstvena ni jednoj od

trajektorija kretanja kombinovanih struktura.
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3. Koncept SUPS

2

 /

T

Slika 3.4. Trajektorija kretanja sistema (3.1]) s upravljanjem (3.5) za « =3 ic=2

Kod trajektorije prikazane na slici [3.4] su vidljive dvije faze kretanja. Prva faza

kretanja predstavlja kretanje iz pocetnog uslova do prave definisane s
g(r1,72) =cx1+12=0 (3.6)

po elipsi koja je svojstvena jednoj od koristenih struktura. Kretanje sistema po
pravoj g(z1,x2) koje zavrSava u koordinatnom pocetku predstavlja drugu fazu
kretanja i ono predstavlja novi tip kretanja koji se naziva KR koji je svojstven
SUPS. Prava g(x1,x2) po kojoj se sistem kreée u KR predstavlja kliznu pravu
(eng. Sliding Line) ili klizne povrsi (eng. Sliding Surface) ako se radi o funkciji
vise promjenljivih. U skladu s ovim, prva faza kretanja sistem predstavlja fazu
dosezanja (eng. Reaching Phase) klizne prave ili povrsi. Brzina dosezanja klizne

prave se moze podesiti izborom vrijednosti parametra « i c.

S obzirom na to da se kretanje na zavrsnoj etapi trajektorije odvija duz klizne

prave g(x1,z2) = cx1 + x9 = 0, kretanje sistema (3.1]) ¢ée biti opisano jednacinama

i‘l = T2 = —CX1. (37)

Tako je polazni sistem drugog reda, kretanje u KR je opisano diferencijalnom
jednacinom prvog reda, pa se da zakljuciti da je kretanje sistema u KR opisano

linearnom diferencijalnom jednacinom nizeg reda u odnosu na polazni sistem.
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Takode, iz se vidi da trajektorija sistema u KR ne zavisi od parametara
sistema jer su osobine kretanja sistema opisane kliznom pravom. Ovo je osobina
invarijantnosti sistema sto predstavlja najvazniju osobinu KR jer pokazuje da
za sintezu upravljanja nije neophodno ta¢no poznavanje parametara upravljanog
sistema. Takode, osobina invarijantnost je od izuzetne vaznosti i pri upravljanju

sistemima na koje djeluju poremecaji.

Na slici su prikazani odzivi sistema za dva razli¢ita upravljanja defini-
sana relacijama i . Upravljanje osigurava stabilno kretanje sistema
prikazano na slici [3.5(a)| koje se moze okarakterisati kao priguseni oscilatorni
odziv. S druge strane, upravljanje (3.5 osigurava stabilno kretanje sistema (3.1))
prikazano na slici koje ima brzu prigusenu konvergenciju bez oscilacija. Na
odzivima sistema se uocava tacka loma koja predstavlja dolazak sistema na kliznu

pravu, odakle se sistem nastavlja asimptotski kretati ka ravnoteznom stanju.

T (t),xz(t) xl(t)wz?(t)
7 —a1(t) —ay(t)

/\ ---a(t) ---a(t)
".“ e T e— g t

(a) (b)

Slika 3.5. Vremenski dijagram promjene stanja sistema (3.1)): (a) s upravljanjem ((3.4)),
(b) s upravljanjem (3.5

Promjena klizne promjenljive g(z1,22) = cx1 + x2 je prikazana na slici
Koristedi relacije (3.1)), (3.5) i (3.6), promjena klizne promjenljive se moze opisati

jednacdinom

g(x1,22) = ¢ty + &9 = cxy +u = —asign(g). (3.8)
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3. Koncept SUPS

g(zh r?)

Slika 3.6. Vremenski dijagram promjene klizne promjenljive

Uticaj parametara c i a na stabilnost prethodno prikazanih trajektorija kretanja

moze biti analizirano primjenom funkcije Ljapunova u obliku

1
V:§gQ >0, g#0, (3.9)
koja je pozitivno definitna osim za g = 0, gdje je jednaka nuli. zahtijevajuéi da
prvi izvod funkcije Ljapunova bude negativno definitna funkcija dobija se uslov u
obliku

V=gg=—agsign(g) = —alg| <0,g#0. (3.10)
Iz posljednjeg izraza se moze zakljuciti da su uslovi Ljapunova zadovoljeni ako
vrijedi > 0. Od vrijednosti parametra « zavisi brzina konvergencije trajektorije

ka ravnoteznom stanju. Integraljenjem jednacine (3.10|) moze se odrediti vrijeme

lg(0)]

o Sto je jos jedna od znacajnih osobina

dosezanja KR koje je konac¢no i iznosi
KR.
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Dio 11

Kontinualni klizni rezimi u

SUPS

U ovom dijelu se obraduju klizni rezimi upravljanja u kontinualnom

vremenskom domenu. Najprije se uvodi pojam kliznog rezima, me-

tode dobijanja ekvivalentnog upravljanja i uslovi postojanja kliznog
rezima, a zatim se prikazuje projektovanje regulatora zasnovanih na
kliznom rezimu kroz izbor klizne povrsi i zakona dosezanja. Poseban
fokus je dat na invarijantnosti sistema na poremecaje, pri ¢cemu se
analiziraju sluéajevi poremecéaja kroz kanal upravljanja i van njega, te
se daju procedure projektovanja integralnih kliznih povrsi i njihova
primjenjivost na vremenski promjenljive poremecaje. Dio se zavrsava
naprednim temama kao sto su klizni rezimi viseg reda i konstrukcija
posmatraca/opservera zasnovanih na kliznom rezimu, ¢ime se nudi

dobra osnova za prakticnu realizaciju robusnih sistema.
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4. Klizni rezimi u SUPS

U teoriji automatskog upravljanja kao najstariji zakoni upravljanja se spominju
relejni, kao klasa analognih nelinearnih sistema upravljanja s prekidnom strukturom.
Prednosti ovakvih sistema su njihova jednostavnost i moguénost upravljanja
objektima bez poznavanja njihovih karakteristika. Ipak, relejni sistemi nisu nasli
znacajniju primjenu u sistemima upravljanja zbog habanja kontakata releja usljed
cestih ukljucenja.

Razvojem poluprovodnickih prekidaca, problem habanja kontakata je eliminisan,
pa su pozitivne osobine KR iskoristene kroz implementaciju SUPS. Teorijski, kada
bi poluprovodnicki prekidaci imali idealne karakteristike (beskonac¢nu frekvenciju
prekidanja, te nepostojanje kasnjenja i histereze), kretanje SUPS bi se odvijalo po
zeljenoj trajektoriji kao Sto je to pokazano u prethodnom poglavlju i ovakav vid
kretanja bi se nazivao idealni KR. U praksi beskonacna frekvencija prekidanja nije
moguca, tako da sistemi koji koriste realne prekidace imaju oscilatorno kretanje u

okolini zZeljene trajektorije.

4.1. Pojam KR i SUPS

Kretanje sistema drugog reda u KR se moze graficki interpretirati koriste¢i mogude
trajektorije razlic¢itih struktura sistema sto je prikazano na slici (z11 22 su
stanja sistema). Kod objasnjenja KR kao primjer koristi se upravljanje sistemom
gdje se kombinuju dvije razli¢ite strukture sistema. Konkretno, na slici je
prikazana kombinacija dvije strukture sistema od kojih jedna ima trajektoriju u
obliku nestabilne spirale, a druga trajektoriju u obliku sedla. Trajektorija tipa sedla
ima dvije singularne trajektorije od kojih je samo jedna stabilna. Ako se organizuje
kombinovanje navedene dvije strukture tako da se svako zapoceto kretanje zavrsava
na unaprijed definisanoj pravoj izmedu ose x; i stabilne singularne trajektorije,
dobit ¢e se trajektorija sistema prikazana na slici Uocava se da sve trajektorije

padaju na jednu zajednicku pravu koja se naziva klizna prava/linija.

21



4. Klizni rezimi u SUPS

U sistemima treéeg i viseg n-tog reda, KR se ostvaruju na kliznoj povrsi. Sa slike
se vidi da se kretanjem sistema u KR dobiju nove trajektorije koje nisu svojstvene

ni jednoj od kombinovanih struktura sistema.

T2
Realni klizni rezim
. z
Klizna prava
. %
Stabilna singularna trajektorija

Slika 4.1. Trajektorija kretanja sistema drugog reda u KR

Koristeéi prethodno definisane pojmove, bi¢e definisane jednacine kretanja u

KR za opsti sistem opisan jednacinom

m(t) = f(mvt)+B(m?t)u(t)a (41)
gdje je x(t) = [z1(t) xa(t) 2n(t)]" € R™ vektor stanja sistema, f (x,t) =
[fi(t) f2t) ... fa(®)]" € R™ vektor funkcija sistema, B (x,t) € R™™ ma-
trica funkcija, te w(t) = [u1(t) wu2(t) ... wum(t)]’ € R™ vektor upravljanja

sistemom. Pretpostavlja se da su f (x,t) i B (x,t) neprekidne funkcije u odnosu
na x it.

Zadatak kod projektovanja upravljanja razmatranog sistema treba biti izbor
vektora upravljanja u(t) tako da kretanje razmatranog sistema ima Zzeljenu di-
namiku. Pretpostavlja se da su komponente vektora upravljanja sistemom

definisane kao prekidne funkcije stanja

u; (t) = uir (@ 1), gi(@) >0 (i=1,2,...,m), (4.2)

ui— (x,t), g (x) <0

gdje su w;y (x,t) 1 u;— (x,t) neprekidne funkcije u odnosu na x i ¢, te vrijedi
Ui+ (LD, t) 7£ Uj— (33, t)
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4.1. Pojam KR i SUPS

Iz definicije upravljanja (4.2)) se vidi da u postupku projektovanja prekidnog
upravljanja wu; (t) treba odabrati odgovarajué¢e neprekidne funkcije w;y (x,t) i
u;j— (x,t), kao i pravilo ukljucenja tih funcija koje se definise funkcijama g; ()

koje predstavljaju klizne promjenljive.

Generalno moze se zakljuditi da promjena znaka pojedinih kliznih promjenljivih
gi (x) uzrokuje promjenu pojedinih komponenti vektora upravljanja w; (t), koje
djeluju na sistem . Ostvareno kretanje predstavlja kretanje u KR koje nastaje
na presjeku svih povrsina g; () =0 (i = 1,...,m) koje definisu kliznu povrs Gg

u n — m dimenzionom prostoru
Gp={z cR", g(2) =0}, (4.3)

gdje g(x) = [gi(x) go(x) ... gm(x)]" € R™ predstavlja vektor kliznih pro-
mjenljivi.

Tako ée problem postojanja KR detaljno biti razmatran kasnije, ovdje je vazno
naglasiti da KR postoji na kliznoj povrsi ako su klizne promjenljive i njihovi izvodi

suprotnog predznaka $to se definise kao lim g; () <01 lim g; () > 0.
gi—04 gi—0_

Kod kretanja sistema u realnom KR sve komponente vektora g (x) su bliske
nuli. Tada, komponente vektora upravljanja u (t) osciluju teoretski beskona¢nom
frekvencijom izmedu dvije vrijednosti w4 (x,t) i u;— (x,t), a njihova srednja
vrijednost je konac¢na. Slijedi da u strukturi upravljanja postoji blok ¢iji je ulaz
gi(x) =0(i=1,...,m), aizlaz srednja vrijednost komponenti vektora upravljanja.
Ovo znaci da blok predstavlja pojacavac s jako velikom vrijednoséu pojacanja, sto
je konvencionalni metod za smanjenje osjetljivosti ponasanja sistema na promjenu

parametara sistema i uticaja poremecaja.

Za razliku od sistema s kontinualnim upravljanjem, ova osobina poznata kao
invarijantnost (eng. Invariance) je dobijena koriste¢i prekidno upravljanje s
kona¢nom vrijednoséu. Trajektorija sistema koja odgovara kretanju u KR opisana

je dinamickim sistemom nizeg reda od originalnog sistema.

U analizi sistema s poznatim modelom, postoji nekoliko nacina odredivanja
jednacina kretanja sistema u KR s obzirom na to da je takvo kretanje opisano
diferencijalnim jednac¢inama koje s desne strane imaju prekidne funkcije. Ovakvi
sistemi ne mogu se analizirati klasi¢cnim metodama rjeSavanja diferencijalnih

jednacina zbog diskontinuiteta u dinamici, pa se moze koristi metod Filipova [86].
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4. Klizni rezimi u SUPS

Spomenuti pristup je kljucan za razumijevanje ponasanja SUPS i za matematicko
formulisanje KR kao dio dinamickog sistema, te ¢e biti detaljno pojasnjen u
nastavku. Osim metode Filipova, jedan od najcesée koristenih nacina odredivanja
jednacina kretanja sistema u KR je metod ekvivalentnog upravljanja. Ovaj metod
omogucava odredivanje glatkog upravljackog signala koji bi odrzavao sistem u
KR. Metod je u pocetku koristen samo za opisivanje KR, dok danas se siroko

primjenjuje za analizu ponasanja SUPS.

4.1.1. Metod Filipova

Ako je upravljanje w (t) u jednacini (4.1]) prekidno, tada jednacina stanja sistema

zatvorenog povratnom spregom poprima sljedeéi oblik

o(t) = fo(x,1), (4.4)

gdje je f.(x,t) € R™ prekidna funkcija u odnosu na vektor stanja x(t).
Klasi¢na teorija rjesavanja diferencijalnih jednacina nije primjenjiva na ovaj pro-
blem zbog prekidne prirode funkcije f.(x,t) buduéi da Lipsicov uslov neprekidnosti,

odnosno postojanje jedinstvenog rjesenja, dat sa
I fe(@1,t) = fo(ma,t)]| < Lllxy —@2f|, L eRT (4.5)

ne vrijedi, gdje x; i 2 predstavljaju dvije proizvoljne vrijednosti vektora stanja
dok || % || simbolizira Eukidovu normu. Medutim, koncept rjesavanja ovakvih
jednacina predlozio je Filipov [86] gdje se za jednacine s prekidnom funkcijom na
desnoj strani izvede rjeSenje pristupanjem tacki prekida iz razli¢itih pravaca.

Po Filipovu, diferencijalna jednacina (4.4)) se mijenja diferencijalnom inkluzijom
x(t) € F(x,t), (4.6)

gdje F(zx,t) € R™ oznacava skup svih moguéih funkcija koje mogu biti potencijalno
rjesenje. Sva rjesenja po Filipovu predstavljaju apsolutno neprekidne krive.

Iz definicije slijedi da klasi¢ne diferencijalne jednacine u tacki xg pridruzuju
samo jedan pravac kretanja, dok u diferencijalnim inkluzijama tacki &y moze biti
pridruzeno vise razli¢itih pravaca. Na ovaj nacin, stanje sistema nije ograniceno
na jedan pravac kretanja, ve¢ moze slobodno birati izmedu vise mogué¢ih pravaca
koji su povezani s tackama u okolini tacke xg. Ova fleksibilnost je klju¢na za

definisanje uslova pod kojima rjesenja po Filipovu postoje.
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4.1. Pojam KR i SUPS

Slika 4.2. Tlustracija rjesenja po metodi Filipova

Graficka interpretacija definisanog rjesenja po Filipovu je data na slici Ako
je xo tacka prekida na povr$ini g (x) = 0, a F~(xo,t) i F*(xo,t) predstavljaju
grani¢ne vrijednosti funkcije F(x,t) kada se tacki xg priblizava s razli¢itih strana
po povrsi g (). U ovom slucaju rjesenje diferencijlne jednacine po Filipovu

se moze zapisati u obliku
x(t) = (1 —a)F (x,t) + aF " (x,1), (4.7)

gdje za skalar a € R vrijedi 0 < a < 1.

U posljednjoj jednacini skalar « se bira tako da vektor
Fo2(1—a)F (x,t) +aFt(x,t) (4.8)

predstavlja tangentu povrsi g () u odredenoj tacki x.
Na ovaj nacin jasno je pokazano da rjesenje jednacine po Filipovu omogucava
jedinstveno definisanje dinamike sistema c¢ak i u prisustvu prekidnog upravljanja.
Koristenjem metode Filipova, u doktorskoj disertaciji akademkinje B. Perunicié-
DraZenovié¢ [40] prvi put je primijenjen koncept usrednjenog upravljanja za sisteme
s promjenljivom strukturom. Kasnije je prof. V. Utkin ovaj koncept reformulisao i
razvio metodu ekvivalentnog upravljanja, koja danas predstavlja jedan od klju¢nih

pristupa u analizi i sintezi kretanja sistema u KR.

4.1.2. Metod ekvivalentnog upravljanja

Za dobijanje jednacina kretanja u KR po presjeku definisanih povrsi moze se
koristiti metod ekvivalentnog upravljanja. Metod se Siroko primjenjuje za analizu
ponasanja SUPS linearnim u odnosu na upravljanja koje moze biti u linearnoj ili

nelinearnoj formi.
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4. Klizni rezimi u SUPS

Neka je sistem (4.1)) dosao na kliznu povrs (4.3). U idealnom slucaju trajektorija
sistema u KR ne napusta kliznu povrs, pa je vektor brzine tangencijalan na kliznu

povrs. Dakle u idealnom KR ispunjeni su uslovi

§(@) =g(x) =0, (4.9)
Primenjujuéi ove uslove na sistem (4.1]) dobija se

g(x)=0. (4.10)

g(a:):gzcgzgi(f(w,t)—i—B(w,t)u(t)):0. (4.11)
gdje g—g predstavlja Jakobijan matricu od vektora klizne povrsi g(x) koja ée biti
oznacena sa C € R™*™,

Pretpostavljajuéi da je matrica CB (x,t) regularna (nesingularna) za svako @ i

t, iz (4.11)) se moze odrediti upravljanje
-1
Uey (t) = —(CB (2,t)) Cf (x.1). (4.12)

Upravljanje (4.12]) naziva se ekvivalento upravljanje (eng. Equivalent Control)
koje kada se primjeni na sistem (4.1]) dobija se diferencijalna jednacina

&(t) = f(@.0) - B(x.) (CB(2,t)) Cf (1), (4.13)

koja opisuje trajektoriju kretanja sistema u KR na kliznoj povrsi .

Vazno je naglasiti da ekvivalentno upravljanje dobijeno iz se primje-
njuje tek nakon Sto trajektorija sistema dospije na kliznu povrs sto je definisano sa
. Ako uslov nije ispunjen, kretanje sistema ¢e biti ostvareno paralelno
kliznoj povrsi. Stoga je potrebno formulisati algoritam upravljanja koji ¢e osigurati

da trajektorija sistema stigne na kliznu povrs i ostane na kliznoj povrsi.

4.2. Uslovi dosezanja i odrzanja KR

Kod upravljanja SUPS osnovni cilj je dovesti trajektoriju sistema na zeljenu kliznu
povrs iz bilo kojeg pocetnog uslova u Sto kra¢em vremenu. Nakon dosezanja zeljene
klizne povrsi, potrebno je osigurati upravljacke signale koji ¢e drzati trajektoriju

sistem na zeljenoj kliznoj povrsi.
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4.2. Uslovi dosezanja i odrzanja KR

U prethodnom odjeljku je naglaseno da ekvivalentno upravljanje ima
smisla tek onda kada klizna promjenljiva zadovoljava uslov (4.10). Zbog toga
upravljanje , samo po sebi, ne moze garantovati dosezanje klizne povrsi iz
pocetnih uslova za koje je g(xg) # 0. Da bi se trajektorija sistema najprije dovele
na g(x) = 0, a zatim na toj povrsi i odrzala g(x) = 0, zakon upravljanja se
prirodno formira kao suma dvije komponente: nominalne komponente i nelinearne

prekidne komponente.

Nominalna komponenta upravljanja, koja je obi¢no glatka i moze biti linearna ili
nelinearna po stanju, se primarno vezuje za odrzavanje KR jer se njom na kliznoj
povrsi namece uslov invarijantnosti g(x) = 0 i odreduje dinamika kretanja duz
g(x) = 0 sto predstavlja ekvivalentno upravljanje. Nasuprot tome, nelinearna
(prekidna) komponenta definiSe dinamiku kretanja trajektorije izvan klizne povrsi i
ostvaruje dosezanje klizne povrsi kroz odgovarajuéi zakon dosezanja (eng. Reaching

Law) u kona¢nom vremenu.

Neka je odabrano upravljanje sistemom (|4.1]) kao suma nominalnog i nelinearnog
prekidnog dijela
w(x,t) = Upom (x,t) + Uz, t) X(g(x)), (4.14)

gdje je
S(9(e)) = [sign(gi(a) siga(ga(@) ... sign(gn(@))] . (4.15)

Uvrstavanjem (4.14) u (4.11)) dobija se

g(x)=Cf(x,t) + CB (x,t) Unom(x,t) + CB (z,t)U(x,t) X(g(x)). (4.16)

Radi preglednosti uvest ¢e se smjene:
¢(z,t) = Cf(z,t) + CB(z, t)unom(z, t), (4.17)

I'(z,t) £ — CB(z,t)U(z,1), (4.18)
tako da (4.16]) postaje

g (x) = ¢(a,t) — T(z,t) X(g(x)). (4.19)
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4. Klizni rezimi u SUPS

U nastavku se koristi metod Ljapunova kako bi se dokazalo da je klizna povrs
privla¢na, odnosno da zakon upravljanja obezbjeduje stabilnost dinamike klizne

promjenljive i kona¢no vrijeme dosezanja. Kao funkcija Ljapunova koristit ¢e se
m
V=>lgi(x)] (4.20)
i=1
iz koje se dobija izvod funkcije Ljapunova
. m
V=) sign(g (2))gi(z) == (g(x))g(x), (4.21)
i=1

koji mora biti negativan da bi se na kliznoj povrsi g(x) = 0 ostvario i odrzao KR.

Uvrstavanjem (4.19) u (4.21]) dobija se

V=57 (g(@)(x.t) - B (g(@))L(z.1) S(g(x). (4.22)

Primjenom Cauchy-Schwarz nejednakosti (£7¢ < ||Z| [|#]]) na prvi ¢lan u
(4.22) dobija se ogranicenje

= (g(@)p(x, 1) < Vm|lp(z,1)]. (4.23)

S obzirom na to da drugi ¢lan u ([@.22) predstavlja kvadratnu formu X 'T'S,

poznato je da takva forma zavisi samo od simetriénog dijela matrice I'(x,t)

1

2
AV )0 N >

teorema o ograni¢enju kvadratne forme (Apin{Tsim} < == < Amaz{Tsim})s

drugi ¢lan u (4.22) se moze ograniciti kao

definisanog kao T's;y, = 5 (T(x,t) + T (2,t)). Primjenom ove osobine i Rejlijevog

2 (g(@)T(x, 1) 2(g(x)) > mAmin {Tsim} - (4.24)

Uvrstavanjem nejednakosti (4.23)) 1 (4.24) u (4.22), dobija se

V < v (@, 6)] - mAuin {Taim} - (4.25)

Ako vrijedi ¢(x,t) = 0, nejednakost ([4.25) postaje V < —mAmin {Tsim} na
osnovu Cega se moze zakljuciti da za Amin {Tsim} > 0 bice ostvaren i odrzan KR

na kliznoj povrsi g(x) = 0.
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4.2. Uslovi dosezanja i odrzanja KR

Vrijeme dosezanja trajektorije sistema %y, na kliznu povrs je kona¢no i moze se

odrediti koristeéi
V(0)

tpy < —mM8M——.
" m)\min {Fszm}

(4.26)

Iz se moze pokazati da ¢e uslov ¢(x,t) = 0 biti zadovoljen ako wyem (x, t)
predstavlja ekvivalentno upravljanje definisano kao . Uslov Amin {Tsim} > 0
moze biti zadovoljen prilikom odabira matrice U(x,t) kod nelinearnog prekidnog
upravljanja u . Ako se kao I'(x,t) odabere dijagonalna matrica Q € R™*™
¢iji koeficijenti su ¢; > 0, onda ¢e upravljanje U (x,t) iz jednacine biti

1

U(z,t) = —(CB(z,1)"'Q. (4.27)

pod uslovom da je matrica CB(x,t) regularna (nesingularna).

Uvrstavanjem (4.27) u (4.19), dobija se jednacina
g(z)=-QX(g(z,1)), (4.28)

koja opisuje ponasanje kliznih promjenljivih.

Ukoliko je ¢(x,t) # 0 ali vrijedi ||¢p(z,t)]] < ® € R tada postaje
V< Vm® — mApin {Tsim }- Da bi uslov V < 0 bio zadovoljen, potrebno je da
vrijedi Apmin {Tsim} > %. Posljednji uslov pokazuje da ¢e KR biti ostvaren i
odrzan na kliznoj povrsi g(x) = 0 ako se pogodno odabere matrica U (x,t) iako
se kao nominalno upravljanje w,om (2, t) ne koristi ekvivalentno upravljanje. Ova
analiza pokazuje da je sistem otporan na nesigurnosti i poremecéaje koji mogu

nastupiti u razmatranom sistemu.

Prethodno izvedeni uslovi dosezanja i odrzanja KR daju osnovu za sintezu
upravljanja. Medutim, ovdje je vazno naglasiti da kod sistema s vektorskim uprav-
ljanjem proces uspostavljanja KR nije jednostavan, jer je potrebno organizovati
dosezanje na presjeku svih povrsi g; (x) =0 (i = 1,...,m). U tom slucaju se
postavlja pitanje na koji nacin koordinirati m upravljackih signala wu;(t) kako
bi se KR uspostavio na zeljenom presjeku, sto vodi ka razli¢itim strategijama
organizacije dosezanja u visedimenzionalnom slucaju. U teoriji je pokazano da se

proces uspostavljanja KR moze organizovati na jedan od sljedeca Cetiri nacina:
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1. Dosezanje KR s fiksnim redoslijedom kada se upravljackim signalom wu

organizuje KR na povrsi (G1, a zatim upravljackim signalom us organizuje
KR na presjeku povrsi G i G itd, sve dok se konac¢no upravljackim signalom
U, ne organizuje kretanje sistema na presjeku svih povrsi G; (i =1,...,m).
Ovakav nacin organizovanja KR na kliznoj povrsi Gg se matematicki moze

zapisati kao
CL'(O)—>G1—>G1ﬂG2—>~'—>G1ﬁG2ﬁ--'ﬂGm—>GE. (4.29)

Svaka klizna povrs opisuje za red nizi sistem od polaznog sistema tako da
¢e konac¢no kretanje sistema (4.33)) biti opisano diferencijalnom jednac¢inom

reda (n —m).

. Dosezanje KR s proizvoljnim redoslijedom kod koga se kretanje u KR or-

ganizuje bez fiksiranja redoslijeda primjene upravljackih signala. U ovom
slucaju, prva povrs i svaki naredni presjek se bira bez unaprijed definisanog
redoslijeda, pa se organizovanja KR na kliznoj povrsi Gg matematicki moze

zapisati kao

:U(O) _>Gi1 —)Gil ﬁGiQ — e _>Gi1 ﬂGizﬂ"-ﬂGim — GE. (4.30)

. Direktno dosezanje KR, kada se vektor upravljanja bira tako da se odmah

uspostavi KR na presjeku svih povrsi i KR na kliznoj povrsi Gg se moze
zapisati kao
z(0) - Gg. (4.31)

. Decentralizovano dosezanje KR, kada se na svakoj od povrsi G; (i = 1,...,m)

organizuje KR pomocu jednog od upravljackih signala. Ovaj na¢in dovodi
do rasprezanja sistema i nezavisnog projektovanja svakog dijela sistema, sto
je veoma pogodno za sisteme viSeg reda. Ako je sistem potpuno raspregnut,
tada nema medusobnog uticaja jednog podsistema na drugi. U suprotnom
sluc¢aju, uticaj drugih podsistema na posmatrani sistem se tretira kao vanjski

poremecaj.
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4.3. Projektovanje regulatora zasnovanog na KR

Osnovna ideja SUPS u KR, koja je prvo primijenjena na kontinualne sisteme,
bila je ta da se omoguéi robusno upravljanje dinamickih sistema u prisustvu
nesigurnosti i poremeéaja. U prethodnom odjeljku je pokazano da upravljanje
izvedeno u KR prvo dovodi stanje do klizne povrsi, a potom osigurava da ostane
na njoj. Prikladan nacin projektovanja regulatora zasnovanog na KR pruza
podesavanje karakteristika kretanja sistema poput zZeljene dinamike, eliminacije
uticaja poremecaja, optimalnog ponasanja trajektorije, robusne stabilnosti i sli¢no.

Slijedi da su dva glavna zadatka kod projektovanja regulatora zasnovanog na

KR:

e odrediti odgovarajucu kliznu povrs kako bi se postigla zeljena dinamika

kretanja sistema u KR,

e odabrati odgovarajuce prekidno upravljanje koje ¢e osigurati dosezanje klizne

povrsi a zatim odrzati kretanje sistema po njoj.

4.3.1. Projektovanje klizne povrsi

Projektovanje klizne povrsi ¢e biti objasnjeno na primjeru LTI visevarijabilnog

sistema kod koga je dostupno stanje predstavljeno jednacinom
z(t)=Axz(t)+ Bul(t), (4.32)

gdje su A € R™" matrica sistema, B € R™"™ matrica ulaza, x € R" vektor
stanja sistema i u (t) € R™ vektor upravljanja sistemom.
Cilj projektovanja klizne povrsi je osigurati da kretanje sistema u KR bude

opisano zadanim spektrom polova. Neka je zeljena dinamika sistema definisanog
sa (4.32]) opisana jednac¢inom

g(x)=Cuxz(t) =0, (4.33)

gdje je C € R™*™ matrica Cije su komponente konstantne vrijednosti, tako da
vektor povrsi g (x) € R™ definise m povrsi g;(x) = ¢z (i = 1,...,m) gdje je ¢;
i-ti red matrice C. Na ovaj nacin kretanje sistema u KR se organizuje na svakoj

od povrsi g;(x) = 0, pa tako postoji i na njihovom presjeku.
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Sliéno kao kod sistema definisanog u ostem slucaju (vidi (4.12))), vektor ekviva-
lentnog upravljanja sistemom (4.32)) je definisan kao

Ueg () = —(CB) 'CAx(t). (4.34)

Da bi se odredilo ekvivalnetno upravljanje matrica C'B mora imati puni rang
m, te stoga i matrica C' mora imati puni rang. Kod projektovanja kliznih povrsi

R™*™ jedini¢na matrica.

najcesée se usvaja da je CB = I gdje je I €
U (4.34)), moze se uvesti matrica K = (C B) "' C A (K € R™*") koja predstav-
lja matricu pojacanja povratne sprege. Primjenom upravljanja (4.34) na sistem

(4.32)) dobijaju se jednacine koje definisu linearni autonomni sistem
z(t) = (A — BK)z(t), (4.35)

uz ogranicenje

Cx(t)=0. (4.36)

Jednacina predstavlja sistem m linearnih jednacina po n stanja x; koji
dinamiku sistema svodi na dinamiku sistema (n —m) reda. Ovo je jedna
vrlo vazna osobina KR gdje originalni sistem reda n s kliznom povrsi g(x) = 0
eliminise m nezavisnih stanja z;, tako da se dinamika sistema u KR odvija u
potprostoru dimenzija n — m a matrica A — BK ¢e imati rang n — m.

Posmatrajudéi , ocigledno je da postoji odredena veza izmedu matrice C
i matrice K. Stoga, pronalazenje matrice C' koja omoguéava zeljenu dinamiku
kretanja sistema u KR, definisanu sopstvenim vrijednostima matrice A,y = A —
BK, ekvivalentno je pronalazenju matrice pojacanja povratne sprege K koja
postavlja polove spregnutog sistema na zeljene lokacije. U nastavku ée biti
prezentiran jedan nacin odredivanja matrice C.

Koristeéi prethodne relacije, matrica C' se moze dobiti rjesavanjem sljedeceg

sistema matri¢nih jednacina:

C(A-BK) =0, (4.37)

CB=1. (4.38)

U prethodnom matricnom sistemu broj nepoznatih ¢;; (i = 1,...,m, j =
1,...,n) kao elemenata matrice C' je mn. Broj nezavisnih linearnih jednacina

predstavljenih matri¢nom jednac¢inom (4.37)) je najvise m (n — m) zbog smanjenog
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4.3. Projektovanje regulatora zasnovanog na KR

ranga matrice A — BK, dok broj nezavisnih linearnih jednacina predstavljenih
matri¢nom jednac¢inom (4.38) iznosi m?. Ukupan broj nezavisnih linearnih jedna-

2

¢ina ne prelazi m (n —m) + m* = mn. Posto broj nepoznatih elemenata matrice

C iznosi mn, rjeSenje sistema postoji.

Kombinujuéi jednacine (4.37)) i (4.38]), jednacina (4.37) poprima oblik CA = K

tako da posljednji sistem matri¢nih jednacina se moze zapisati u obliku
cla B|=[K 1| (4.39)

Rjesenje ove jednacine moze se dobiti primjenom metode ra¢unanja pseudo-

inverzne matrice, tako da se dobija
T
C = [K I} [A B] , (4.40)

gdje T je oznaka za pseudo-inverzni operator.

Kako bi se odredila matrica C, neophodno je prethodno izvrsiti izbor matrice K
koja treba osigurati da Zeljena dinamika sistema u KR bude definisana sa m nultih
sopstvenih vrijednosti i n—m proizvoljno izabranih stabilnih sopstvenih vrijednosti.
Matrica K se moze odrediti razli¢itim metodama projektovanja upravljanja, kao
sto su metoda podesavanja polova (eng. Pole-Placement) ili primjenom LQR
metode. Nakon odabira matrice K, pristupa se rjesavanju matri¢ne jednacine
gdje se dobija matrica C' koja ostvaruje Zeljenu dinamiku sistema.

Dati postupak odredivanja matrice C je ovdje dat za sisteme u kontinualnom
vremenskom domenu. Isti postupak, po formi, se moze primijeniti i za sintezu
klizne promjenljive u vremenski diskretnoj formi. Osim toga, u referenci [50]

postupak je prosiren i na sisteme s integralnim KR.

4.3.2. Zakoni dosezanja KR

Drugi vazan zadatak kod projektovanja regulatora zasnovanog na KR jeste odabir
nelinearnog prekidnog upravljanja koje ¢e osigurati dosezanje klizne povrsi u
kona¢nom vremenu i odrzati kretanje u KR s$to je definisano sa . Slijedi da
se ovaj zadatak moze postaviti kao odredivanje zakona promjene izvoda kliznih
promjenljivih g(¢) u obliku

3(t) = w(g(t)). (4.41)
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gdje ¢ € R™ predstavlja funkciju osmisljenu da osigura zZeljeno ponasanje kliznih
promjenljivih. Konkretno, ¢(g(t)) mora osigurati da sve klizne promjenljive
konvergiraju ka kliznoj povrsi i da se klizno kretanje nastavi nakon $to je dostignuta
klizna povrs. Funkcija ¢(g(t)) uvijek mora imati svoj znak suprotan znaku klizne
promjenljive g(t) Sto garantuje postojanje KR.

Kako bi se dobio eksplicitni upravljacki signal u fazi dosezanje KR, lijevu stranu
izraza potrebno je zamijeniti sa kako bi se dobio izraz

Ca(t) = p(g(1)). (4.42)

Uvrstavanjem (4.32)) u , te rjesavajuéi dobijenu jednacinu po u(t) dobija

se izraz za upravljanje
u(t) = —(CB) ' CAz(t)+(CB) " p(gt)), (4.43)
koji se zamjenom (4.34]) moze zapisati u jednostavnijoj formi kao

w(t) = weg () + (C B) " p(g(t)). (4.44)

Dobijeni upravljacki signal uz odgovarajuce izabranu funkciju ¢ (g(t)) ¢e osigurati
dosezanje klizne povrsi u konacnom vremenu sa stabilnom trajektorijom kretanja,

Sto je pokazano u odjeljku [£.2]

U opstem slucaju, klizna povrs se definiSe vektorom kliznih promjenljivih
glt) =[g1(t) g2(t) ... gm(t)]T, pa je i zakon promjene izvoda vektora kliznih
promjenljivih definisan vektorskom funkcijom ¢ € R™. Za potrebe projektovanja i
prakti¢ne realizacije, ¢(g(t)) se uglavnom formira kao skup nezavisno odabranih
skalarnih funkcija po svakoj komponenti g;(t) € R (i = 1,...,m), tako da vri-
jedi p(g(t)) = [p1(91) w2(g2) ... cpm(gm)]T. Kako bi se osiguralo da svaka
komponenta g;(t) konvergira ka nuli i odrzava KR nakon dosezanja klizne povrsi,

potrebno je da vrijedi g; p;(g;) < 0 za Vg; # 0.
Po ovom principu i uz uslov (4.38)) dobija se da svaki kanal upravljanja do-

minantno zavisi od svoje skalarne klizne promjenljive g;. To znaci da se bez
umanjenja opstosti moze razmatrat skalarni zakon dosezanja KR u opstem obliku
definisan kao ¢(t) = ¢(g(t)), ali predstavljena metodologija se moze lahko prosiriti
na viSevarijabilne sisteme s vise ulaza sto je definisano sa . U nastavku ¢e

biti prikazano pet najcesée koristenih funkcija ¢(g(t)) kao zakona dosezanja.
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Konstantni zakon dosezanja

U skladu s metodom predlozenom u [87], predlozena su tri zakona dosezanja KR
za sisteme u kontinualnom vremenskom domenu. Prvi, poznat kao konstantni

zakon dosezanja, izrazen je kao
g(t) = —ksign(g(t)), k> 0. (4.45)

Prednost ove strategije je njena jednostavnost, jer se prekidno upravljanje
direktno primjenjuje na kliznu povrs. Prilikom odabira parametra k namece se
kompromis izmedu brzine konvergencije i oscilacija kod kretanja u KR.

Slika prikazuje vremensku promjenu klizne promjenljive ¢(¢) i njenog izvoda
g(t) za konstantni zakon dosezanja pri dvije vrijednosti pojacanja k. Povecanje
pojacanja k dovodi do brzeg dosezanja klizne povrsi g = 0 (slike a) i[4.3(b)).
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o 4 So - = k=1.0 1 g
E \\\ 'Tg 1
= 3t . =
3 \ g
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5 * =
g 2 A 2 ot
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§ N =
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% N e
A Sy [ T ——
= N =
E ol —
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0 2 4 6 8 0 2
5 2
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g \ 2,
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5 N\ o
E 1 \\ 4
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~— 0t —~
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1 1 1 1 ) .
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 4.3. Vremenska promjena klizne promjenljive i njenog izvoda za konstantni zakon
dosezanja pri razli¢itoj vrijednosti k i vremenu izvrsavanja algoritma
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Implementacijom ovog zakona dosezanja na digitalnom hardveru, uocava se da
nakon dosezanja okoline klizne povrsi javlja se treperenje kod klizne promjenljive
$to se opisuje kao kvazi KR. Sirina opsega u kojem se javlja kvazi KR zavisi od
frekvencije izvrSavanja algoritma (slike c) i[4.3(d)). Intenzitet prekidackog
djelovanja i amplituda oscilacija rastu s poveéanjem pojacanja k, ¢ime se istice
vaznost kompromisa izmedu brzine konvergencije i treperenja u kvazi KR. O ovome

¢e vise biti govora u poglavlju o diskretnim KR.

Gaov zakon dosezanja

Gao i Hung su u nau¢nom radu [87] predlozili strategiju dodavanja proporcionalne

povratne sprege po g konstantnom zakonu dosezanja

9(t) = —qg(t) — ksign(g(t)), (4.46)

gdjesu k >01iq>0.

Prvi ¢lan povecava brzinu konvergencije za relativno velike vrijednosti klizne
promjenljive, omoguéujuéi brze dosezanje stanja bez zrtvovanja stabilnosti klizanja.
S druge strane, proporcionalni ¢lan smanjuje intenzitet upravljanja na kliznoj
povrsi, ¢ime se sprjecavaju prekomjerne oscilacije u KR.

Za ovaj zakon upravljanja, na slici [£.4] su dati signali klizne promjenljive i njenog

izvoda pri razli¢itim vrijednostima k i q.

——k=10,¢g=02

(a) Klizna promjenljiva g

(b) Izvod klizne promjenljive ¢

-3t ——k=0.5,¢=0.2
k=05 g=06
1 . . . 4 ! ! !
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 4.4. Vremenska promjena klizne promjenljive i njenog izvoda za Gaov zakon dose-
zanja pri razli¢itim vrijednostima k i q
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Stepeni zakon dosezanja

U [87] predloZen je stepeni zakon dosezanja zasnovan na funkciji

g9(t) = —k |g(t)|” sign(g(t)), (4.47)

gdjejek>0i0<p< 1.

Ovaj zakon osigurava brzo dosezanje klizne povrsini uz eliminaciju nezeljenih
oscilacija u fazi kretanja po kliznoj povrsi. Zapravo, pokazano je da ova strategija
omogucava fazu dosezanja u kona¢nom vremenu i da nedostatak konstantnog clana
—k g(t) smanjuje preskok. Vremenski signali klizne promjenljive i njenog izvoda

za razli¢ite vrijednosti k i p su dati na slici

0.5

=

> E

® =

& 05

= 2

'% S 1k

3 A

< § 1.5+

E =

= ol |

/M_\ E —k=20,p=02

= %_2,5_ —k=10,p=02 |
~ k=1.0,p=0.6

1 . . . 3 ! ! !
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 4.5. Vremenska promjena klizne promjenljive za stepeni zakon dosezanja pri razli-
¢itim vrijednostima k i p

SloZeni eksponencijalni zakon dosezanja

Nekoliko autora radilo je na prosirenju metode razvijene od strane Gao i Hunga
[87]. Cilj novih rjesenja bio je poboljsanje zakona dosezanja. U nau¢nom radu [8§]

predlozena je modifikacija eksponencijalnog zakonja dosezanja (4.47)) u obliku

g(t) = —r(g(t))sign(g(t)), (4.48)

1

wlg(t) =k 5 0= 5)-a® (4.49)

N

gdjesuk>0,a>0,p>0i0<d<1.
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Moze se uociti da ¢lan na desnoj strani jednacine tezi k/0 za velike
vrijednosti klizne promjenljive g i tezi k kako se klizna promjenljiva g priblizava
nuli. Kao posljedica toga, predlozena strategija moze osigurati brzu konvergenciju
i smanjeno preskakanje u poredenju sa zakonom dosezanja zasnovanim na ekspo-
nencijalnoj promjeni. Vremenski signali klizne promjenljive i njenog izvoda pri

razli¢itim vrijednostima parametara su dati na slici

5 T T T 4
>
o 4 g7
® s
e 1%
= I 2L
g 8
= 2 1 <2
a =
e No4r
S 1) | =
i T 6t
= S —k=20,0=0.2
E ot = st —_—k=1.0,0=02
~ k=1.0,6=0.6
1 - - -10 - - -
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Vrijeme s Vrijeme s

Slika 4.6. Vremenska promjena klizne promjenljive i njenog izvoda za slozeni eksponen-
cijalni zakon dosezanja pri razli¢itim vrijednostima parametara k i § uz fiksne
parametre p=11ia =2

Adaptivni zakon dosezanja

Autor rada [89] predlozio je adaptivni zakon dosezanja

g(t) = —r(g(t))g(t), (4.50)
gdje je ;
k(g(t)) =k pRpOI (4.51)

pri cemusu k> 01i g, > 0.

Cilj ovog pristupa je osigurati donje i gornje granice promjene klizne promjen-
ljive. Ovo je postignuto zamjenom proporcionalnog ¢lana u zakonu dosezanja
s ogranic¢enim nelinearnim izrazom. Moze se pokazati da su upravljacki
signal i sve promjenljive stanja ogranicene odabranim parametrima neovisno o
pocetnim uslovima sistema. Vremenski signali klizne promjenljive i njenog izvoda

pri razli¢itim vrijednostima parametara su dati na slici [4.7]
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4.3. Projektovanje regulatora zasnovanog na KR

4t —_—k=20,g,=40 |
—k=2.0,9,=2.0
k=1.0, g,=2.0

-5 . . |
8 0 2 4 6 8

Vrijeme [s] Vrijeme [s]

(a) Klizna promjenljiva g
(b) Izvod klizne promjenljive ¢

Slika 4.7. Vremenska promjena klizne promjenljive i njenog izvoda za adaptivni zakon
dosezanja pri razlicitim vrijednostima k i g,

Prethodna razmatranja su provedena za idealni model bez poremecaja, pa se
dobijeni zakljucci o brzini konvergencije i glatko¢i upravljackog signala ne mogu
usvojiti za realne uslove rada. Stoga se u narednom odjeljku uvode poremecaji i

razmatraju uslovi invarijantnosti kliznog rezima.

* * * * *
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5. Invarijantnost sistema na

poremecaje u KR

Najznacajnija osobina SUPS je moguénost da se pod odredenim uslovima postigne
neosjetljivost sistema u KR na parametarska odstupanja i vanjske poremecaje.
Naime, teorijski je utvrdeno da je moguée, pod odredenim uslovima, ostvariti
kretanje sistema u KR koje je u potpunosti neosjetljivo na djelovanje vanjskih
poremecaja i odstupanja parametara objekta upravljanja. Do ovog fundamentalnog
rezultata je dosla akademkinja B. Perunic¢i¢-Drazenovi¢ u svojim istrazivanjima,
koje je objavila 1969. godine u svom pionirskom radu [5] iz ove oblasti. Uslovi
pod kojima se ostvaruje ova osobina u KR je nazvala uslovima invarijantnosti,
koji su kasnije u medunarodnoj literaturi dobili opsteprihvaéen termin matching

conditions.

Vazno je napomenuti da se osobina invarijantnosti na parametarske i vanjske
poremecaje javlja u idealnom KR, koji je nemoguce prakti¢no realizovati usljed ne-
minovnog postojanja neidealnosti u sistemu. Zbog toga u prakti¢nim realizacijama
ove upravljacke strategije, koje karakterise nastanak tzv. realnog KR, osobina
invarijantnosti se redukuje u veliku robusnost. Iz tih razloga se ova upravljacka

tehnika svrstava u kategoriju robusnih sistema upravljanja.

5.1. KR u sistemima s poremecajima kroz kanal

upravljanja

U izvodenju uslova invarijantnosti krenulo se od modela u prostoru stanja linearnog

visevarijabilnog dinamickog sistema
z(t) = Ax(t) + Bu(t) + Df(t), (5.1)
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

gdje je x(t) € R™ vektor stanja, u(t) € R™ je vektor upravljanja, a f(t) € R je
vektor nepoznatog ograni¢enog vanjskog poremeéaja (|f;| < A; € R, i=1,...,1).
Matrice A, B i D su konstantne i imaju odgovarajuée dimenzije. Matrice B i
D trebaju biti punog ranga (rang{B} = m i rang{D} = [). Cilj upravljanja
je ostvariti KR na kliznoj povrsi g(¢t) = 0 u Euklidovom potprostoru dimenzije
n — m. Najcesce koriStena klizna povrs je ravan koja sadrzi koordinatni pocetak i

koja je definisana sljede¢om kliznom promjenljivom

g(t) = Ca(b), (5.2)

gdje je C € R™*" konstantna matrica punog ranga.

Dobro je poznato da se KR moze posti¢i jedino prekidnim upravljanjem koje
ima prekide prvog reda na kliznoj povrsi. Dakle, dinamicko ponasanje sistema
u KR se opisuje diferencijalnim jednac¢inama s prekidnom desnom stranom [86],
sto predstavlja problem. Do opisa dinamike sistema u KR, u nau¢nom radu [5]
je originalno predlozena metoda koja se bazira na sljede¢em rezonovanju. Naime,
kako u KR trajektorija sistema ne napusta klizni potprostor u kome vazi Cx(t) = 0,
tada i vektor brzine takode mora pripadati kliznoj povrsi.

To znaci da se moze pisati

Ci(t) = 0. (5.3)

Uzimajuéi u obzir (5.1)), iz jednacine (5.3) se dobija relacija
CAxz(t) + CBus(t) + CDf(t) =0, (5.4)

iz koje se moze izraziti upravljanje us(t) u KR. Pod pretpostavkom da je CB
nesingularna matrica (det {CB} # 0), us(t) se moze odrediti na jedinstveni nacin

kao
u(t) = —(CB)~'C(Ax(t) + Df(1)). (5.5)

Zamjenom dobijenog upravljanja u (5.1)) uz egzistenciju KR dobija se dinamika
KR, koja je opisana kao

#(t) = (I - B(CB)'C)(Ax(t) + Df(t)), C=z(t)=0.  (5.6)

Ovako odredeno upravljanje predstavlja ekvivalentno upravljanje, a navedeni
postupak nalazenja dinamike sistema u KR metoda ekvivalentnog upravljanja

[7]. Treba istac¢i da je ova metoda postala dominantan pristup u prevazilazenju
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5.1. KR u sistemima s poremecajima kroz kanal upravljanja

problema nalazenja dinamike sistema u KR. Iz dinamike sistema u KR (5.6 moze
se lahko uociti da na nju neée uticati vanjski poremecaj ukoliko za bilo koju

vrijednost vektora vanjskog poremecaja f(t) vazi jednacina
(I-B(CB)™'C)Df(t) = 0. (5.7)

U tom slucaju vanjski poremecaj nece figurisati u jednacini kretanja sistema
u KR, te se moze reci da je sistem u KR invarijantan na djelovanje poremecaja.
Jednacina (5.7) se moze napisati u obliku

Df(t) = B(CB) 'CDFf(t). (5.8)

Moze se lahko dokazati da je uslov (5.8]) ispunjen ukoliko se vektor D f(¢) moze
napisati kao D f(t) = Bw(t). Ovo bi znacilo da su kolone matrice D linearna

kombinacija kolona matrice B. Ovaj zahtjev se moze predstaviti relacijom
rang {[ B D]} = rang {B}. (5.9)

Dakle, uslov predstavlja uslov invarijantnosti sistema u KR na vanjski
poremecaj. Izvedeni uslov invarijantnosti ima svoje fizicko tumacenje, a to je da
poremecaj ulazi u sistem kroz kanal upravljanja.

Moguce je posmatrati i uticaj varijacija parametara sistema. Na primjer, neka
postoje varijacije parametara u matrici sistema A. U tom sluc¢aju se ova matrica
moze dekomponovati kao A = A, + A,, gdje je A, matrica koja sadrzi sve
parametre sistema s mogucim varijacima, dok se matrica A, sastoji od preostalih

elemenata matrice A. Na osnovu (5.6) se moze dobiti odgovarajuéi opis u KR
#(t) = (I- B(CB)™'C)(A=(t) + Awx(t) + Df(1)),  Caz(t)=0. (5.10)

Varijacije parametara nece imati uticaj na dinamiku sistema u KR, ukoliko taj

¢lan nestane iz ((5.10]). Uslov za to je da vazi
(I-B(CB)™'C)Aa(t) = 0. (5.11)

Neka su kolone matrice T' € R™* (") bazni vektori potprostora u kome se odvija
KR. Tada se vektor stanja « (¢) moze u tom potprostoru izraziti kao x (t) = Tx*(t),

gdje vektor &* € R™"™ ™ sadrzi promjenljive stanja koje se nezavisno mogu mijenjati
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

u posmatranom kliznom potprostoru. Tada uslov (5.11) postaje

(I-B(CB)™'C)A,T=*(t) = 0. (5.12)

Ova jednacina je sli¢na jednacini (5.7)), pa se moze zakljuéiti da ée uslov invari-

jantnosti na parametarske poremecaje biti

rang {[ B A,T|} = rang{B}. (5.13)

Neka su kolone matrice T vektori ¢; (i = 1,2,...,n —m). Svaki od njih mora

zadovoljiti uslov da je A,t; linearna kombinacija kolona matrice B, to jest

rang {[ B A,t;]} = rang{B}. (5.14)

Invarijantnost dinamike sistema u KR na sve vanjske i parametarske poremecaje
koje djeluju na sistem u prostoru (kroz kanal) upravljanja, nije samo svojstvo
linearnih objekata upravljanja. Ova osobina je prisutna i kod nelinearnih sistema.

Posmatrajmo nelinearni sistem koji je opisan dinamickom jednacinom
z(t) = f(z) + Af(z,p,t) + (B(z) + AB(z,p,t))u+ v(z,p,t). (5.15)

gdje je p vektor neodredenih parametara, v vektor vanjskih poremecaja i Af i
AB su perturbacije sistema. Uslovi invarijantnosti posmatranog sistema ([5.15) u

KR na prisutne poremecaje i perturbacije su dati relacijama:
Af(z,p,t) = B(z) f(x,p,t),
AB(z,p,t) = B(z) B(z,p,1), (5.16)
v(z,p,t) = B(x) v(x,p,t),

f
B

¢iji je dokaz dat u naucnom radu [87].

Dokaz ovih uslova se takode bazira na primjeni metode ekvivalentnog upravljanja,
kao i u slucaju linearnog sistema, gdje se pokazuje da pod uslovima u
jednacini koja opisuje dinamiku sistema ne figurisu ¢lanovi koji zavise od Af, AB
i v. I uovom slucaju se uslovi invarijantnosti (5.16)) mogu fizicki protumaciti tako
da se invarijantnost sistema u KR javlja ukoliko poremeéaji i perturbacije sistema

djeluju na sistem u prostoru upravljanja.
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5.2. KR u sistemima s poremecajima van kanala upravljanja

Vazno je podsjetiti da bez obzira Sto poremecaji koji ispunjavaju uslove invari-
jantnosti ne uticu na kretanje sistema u KR, oni imaju uticaj na fazu dosezanja
KR, kao i svi ostali tipovi poremecéaja. Iz tih razloga ih treba uzeti u razmatranje
prilikom projektovanja zakona upravljanja, jer upravljanje u sistemu treba obezbi-
jediti dolazak sistema na kliznu povrs za konacno vrijeme i egzistenciju KR nakon
toga, uprkos djelovanju parametarskih i vanjskih poremecaja.

Na kraju treba ista¢i da ovaj koncept invarijantnosti sistema na unutrasnje i
vanjske poremecaje s izvedenim uslovima prevazilaze okvire SUPS, i imaju znacenje,

fizicko opravdanje i u ostalim sistemima upravljanja.

5.2. KR u sistemima s poremecajima van kanala

upravljanja

Uslovi invarijantnosti, koji zahtijevaju da poremecaji djeluju na sistem kroz kanal
upravljanja, nisu u praksi uvijek ispunjeni. Poremecaji koji nisu u opsegu matrice
ulaza B ¢e imati uticaj na dinamiku sistema u KR, sto se vidi u jednac¢inama
i . U nekim slucajevima, KR duz odredenih povrsi je rezultovao znacajnom
degradacijom dinamike pod djelovanjem ovih poremeéaja. Zbog toga su KR u
sistemima s poremecajima van kanala upravljanja privukli veliku paznju naucne
zajednice sa ciljem da se ublazi njihov uticaj na kretanje u KR.

Efekti djelovanja poremecaja van kanala upravljanja na dinamiku sistema u KR
zavise od same prirode poremecéaja. Pod pretpostavkom da su uslovi dosezanja
i egzistencije KR ispunjeni u prisustvu poremecaja, mogu se identifikovati dvije
razli¢ite situacije. Kada poremedaji van kanala upravljanja imaju parametarsku
prirodu (multiplikativni poremedaji) ili zavise od promjenljivih stanja, mogudée je
ostvariti asimptotsku stabilnost adekvatnim izborom klizne povrsi [90H92]. Ova
moguénost je ostvarena cinjenicom da ovakvi poremecaji se smanjuju i nestaju s
pribliZavenjem stanja sistema koordinatnom pocetku.

Medutim, ukoliko poremecaji van kanala upravljanja, pored multiplikativnih
sadrze i vanjske (aditivne) poremecaje asimptotska stabilnost se ne moze ostvariti.
Naime, ovi poremecaji koji ne iS¢ezavaju onemogucic¢e da stanje sistema konvergira
ka koordinatnom pocetku, veé¢ ée stanje sistema klizué¢i po povrsi doéi u neku
okolinu koordinatnog pocetka. Jedini nacin da se djeluje protiv ovih poremecaja je
da se sprovede konstrukcija klizne povrsi na nacin koji ¢e u nekom smislu ublaziti

djelovanje ovih poremecaja na dinamiku sistema u KR.
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

Prirodan pristup bi bio da klizna povrs ne pojacava djelovanje ovih poremecaja na
sistem [93]. Jo$ jedan adekvatan izbor klizne povrsi je dat u [94], koji obezbjeduje
konvergenciju stanja linearnog sistema u minimalni invarijantni elipsoid. Oba ova
pristupa posmatraju poremecaje opsteg tipa.

U [95] je uoceno da se, u slu¢aju konstantnih vanjskih poremeéaja van kanala
upravljanja, moze konstruisati drugacija klizna povrs od preporucene u [93], koja
obezbjeduje bolju tacnost sistema. Pored ovoga, konstantni i sporopromjenljivi
vanjski poremecaji se veoma ¢esto susrecu u praksi. Iako se konvencionalni PI
regulatori uglavnom koriste za eliminaciju ovog tipa poremecaja, prelazni procesi su
¢esto dosta spori i u nekim slucajevima neprihvatljivi. Zato su sistemi upravljanja
u KR dobri kandidati za primjenu. Uzimajuéi sve ovo u obzir moze se zakljuciti da
su konstantni i sporopromjenljivi vanjski poremecaji dovoljno znacajni da iziskuju
poseban tretman.

U nastavku bice prikazane metode projektovanja klizne povrsi za linearne
visevarijabilne sisteme upravljanja s poremecajima van kanala upravljanja. Bic¢e
posmatrani vektorski konstantni i sporopromjenljivi vanjski poremeéaji. Uticaj
ovih poremecaja na dinamiku sistema u KR je ocijenjen na osnovu odgovarajuce
kriterijalne funkcije ustaljenog stanja. Cilj konstrukcije klizne povrsi je minimizacija

usvojene kriterijalne funkcije.

5.2.1. Projektovanje klizne povrsi u slucaju poremecaja van
kanala upravljanja

Posmatra se sistem opisan modelom (j5.1)) za sluc¢aj kada nisu ispunjeni uslovi
invarijantnosti. Tada vanjski poremeéaj f(¢) ne djeluje u opsegu matrice B, tj.
rang {D} # rang { B}. Takode, neka je par (A, B) kontrolabilan i neka je matrica
B punog ranga (rang { B} = m). Neka je klizna povrs linearna i definisana kliznom
promjenljivom i neka vazi det {CB} # m i rang {C} = m. Ekvivalentno
upravljanje u., (t) = u, je odredeno jednacinom ([5.5).

Tada, dinamika punog reda sistema u KR se moze napisati u obliku:

(t) = Aeq(t) + Deg f (), Cx(t) =0,

(5.17)
P=1-B(CB)'C, A, = PA, D.,= PD.

gdje matrica P je projektor matrica i primarno uti¢e na ponasanje sistema u KR.
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Da bi se analizirao uticaj poremecéaja na sistem, neophodno je ispitati svojstva
projektora P. U [96] je pokazano da matrica P projektuje na Sp; = null{C}
duz Sp2 = rang { B}. Lahko je pokazati da projektor P ima m nultih sopstvenih
vrijednosti i (n —m) sopstvenih vrijednosti jednakih jedinici. Takode, o¢igledno
je da vazi CP = 0i PB = 0. Na osnovu ovoga moze se zakljuciti da matrica
A, ima m nultih sopstvenih vrijednosti, jer CA,, = CPA = 0. Slijedi da
je rang {A.} = 0, pa je A, singularna matrica. Preostale (n — m) sopstvene
vrijednosti matrice A, koje su razli¢ite od nule definiSu dinamiku sistema u KR i

moraju biti stabilne.

Kako rang{D} ¢ rang{B}, D., # 0 pa poremecaj D¢, f u uti¢e na
dinamiku KR. Posto je CD., = 0, onda vazi rang {D.,} C null{C}. Originalni
opsti poremec¢aj d = Df € R™ se moze dekomponovati u dvije medusobno
ortogonalne komponente, d = d,, + dy,,,. Komponenta d,, djeluje u pravcu
matrice B, tj. d,,, € rang { B}, dok je komponenta d,,, je ortogonalna na d,,. Za
nalazenje ove komponente potrebno je odrediti ortogonalnu projektorsku matricu
P, = P] = P2 sa svojstvom rang {P,} = rang {B} i null {P,} = null {BT}.
Moze se lahko provijeriti da projektor P, = BB zadovoljava gornje uslove, gdje
je BT lijeva pseudoinverzna matrica i jednaka je Bt = (BTB)leT.

Komponenta d,,, € null {BT} se moze naci koristenjem komplementarnog

projektora projektoru P,, tako da vrijedi:

d=Df, dy=Pd  d,=P.d,

(5.18)
dym = (I —Py)d=d—d,, d=d, +dun.

Posto je d,, € rang{B}, onda je Pd,, = 0 i dobija se dey = Pd = Pdy,.
Dakle, ekvivalentni poremecaj d., predstavlja projekciju komponente d,, na
kliznu povrs duz rang {B}. Moze se uociti da Cd., = 0, $to potvrduje da
deq € null {C'}. Takode je interesantno primjetiti da vrijedi B'd,, = 0.

Neka je vanjski poremecaj konstantan i ograni¢en vektor f(¢) = f. Onda ée
trajektorije sistema doéi u ustaljeno stanje na kliznoj povrsi van koordinatnog
pocetka, tj. x(oco) = lim @(t) # 0. Primjenjujuéi ovaj graniéni proces na (5.17)),

t—o0

uz uslov lim &(t) = 0, dobija se:
t—o0

Acqx(00) = =Dy f, Cx(0) =0. (5.19)
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

Relacije predstavljaju sistem od n 4+ m jednacina s n nepoznatih kompo-
nenti stacionarnog stanja « (00). Jedan nacin nalazenja x (c0) je dat u nastavku.

Pod uslovom da je matrica sistema A nesingularna matrica, jedno rjesenje za
ustaljeno stanje x (co) sistema na kliznoj povrsi g = Cx = 0 se moze
izraziti kao

x(x) = A" (Bk — Df). (5.20)

gdje je k € R™ neki vektor.
Relacija (5.20) se moze dobiti na osnovu ([5.19)) koja se moze prepisati u obliku:

P(Ax() + Df) =0, Cz(x) =0, x(00) € null{C}. (5.21)

Posto projektor matrica P projektuje na Sy = null {C'} duz Sy = rang { B},
¢e biti ispunjena ako Ax(oo) + Df € rang{B}. To znaci da se vektor
Ax(c0) + D f move izraziti kao Ax(co) + D f = Bk, gdje je k konstantni vektor.
Uz pretpostavku da je matrica A regularna, x(oo) se moze naéi kao . Ne
treba zaboraviti da stacionarno stanje mora da se nalazi na kliznoj povrsi,

tj. mora zadovoljiti uslov Cx(oco) = 0.

Projektovanje optimalne klizne povrsi

Sada se moze postaviti zadatak da se konstruise klizna povrs koja ¢e minimizi-
rati osjetljivost ustaljenog stanja na poremecaje van kanala upravljanja. Dakle,

optimizacioni kriterijum se moze formulisati kao
J(x(00)) = 2" (00) Q x(c0), Q=Q" >0, (5.22)

gdje je Q pozitivno definitna simetri¢na matrica koja se moze dekomponovati kao
Q= QIQl. Treba primijetiti da za Q = I, kriterijalna funkcija postaje
kvadrat Euklidove vektorske norme ustaljenog stanja, tj. J = |J&(c0)||?>. Odavde
se moze zakljuciti da minimizacija kriterijalne funkcije minimizira gresku sistema
u ustaljenom stanju pod djelovanjem posmatrane klase poremecaja.

Na osnovu ustaljenog stanja moze se primijetiti da je jedini parametar sa
slobodnim izborom vektor k. Dakle, optimizacioni postupak se moze sprovesti tako
da se najprije pronade vektor k = ki, koji ¢e minimizirati i na osnovu njega
nac¢i minimalno ustaljeno stanje (00) = @min(00), a nakon toga naci odgovarajuce

C koje ¢e zadovoljiti jednac¢inu Cxpiy(00) = 0.
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5.2. KR u sistemima s poremecajima van kanala upravljanja

Opisani optimizacioni postupak je sproveden u [97], a dobijeni rezultati pokazuju
da se dinamicki sistem (5.1)) u KR na povrsi Cx = 0, koji je podvrgnut djelovanju
konstantnog poremeéaja f(t) = f van kanala upravljanja, ostvaruje jedinstveno

ustaljeno stanje

mmin(oo) = _A_1P2D.f7

- (5.23)
P,=I-P,, P, =B(B"AB) 'B'A,

kao rezultat minimizacije (5.22)), gdje je A, = (A™1)TQA™! regularna sime-
tricna matrica. Klizne povrsi koje obezbjeduju minimalno ustaljeno stanje (5.23))

definisane su sa

Co[H I], CocR™ U HcRODX  za]l<n—m,
C = (5.24)
Co[H I], CycR™™ HcR™M ™ za]>n—m,

gdje je Cy matrica koja se moze slobodno izabrati, dok se matrica H odreduje iz
uslova CA~! Py, D = 0 u kojem figurise C' definisano sa (5.24).

Prikazani rezultat se moze primijeniti i u slucaju sporopromjenljivih poremecéaja
f(t), kada je dinamika sistema u KR viSestruko brza od promjene poremecéaja. Pod
tim uslovima se moze smatrati da ¢e posle kratkog prelaznog rezima pretpostavka
& — 0 vaziti, te ¢e sprovedena analiza biti validna i u tom slucaju. Medutim, jasno
je da ¢e postojati odredena gornja grani¢na frekvencija w, promjene poremecaja,
do koje je izvedeni rezultat primjenjiv i daje superiornu tac¢nost. Za to je potrebno
imati neko referentno podesenje klizne povrsi s kojim bi se uporedile performanse

predlozenog podesenja.

Jedan vrlo dobar nacin konstrukcije klizne povrsi je predlozen u [93] i vodi
se principom da se izborom klizne povrsi ekvivalentni poremecaj koji utice na
dinamiku KR ne pojaca. Tada je rezultujuci ekvivalentni poremecaj d, jednak
delu originalnog poremecéaja koji djeluje van kanala upravljanja d,,,. Iz jednacine
deq = dym uz koristenje dobija se uslov P = I — P,, ili sto je ekvivalentno
jednacini I — B(CB) ' C =1 - BB™,

Iz prethodnog se lahko moze zakljuciti da se podesenjem klizne povrsi izborom
C kao ,
c=B"'=(B'B) B’ (5.25)

ispunjava navedeni uslov.
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

Medutim, ocigledno je da podesenje ne dozvoljava podesavanje dinamike
sistema u konvencionalnom KR, a samim tim nemoguce je garantovati stabilnost
sistema. I pored toga, ovo univerzalno podesenje koje je originalno predlozeno za
integralne KR, bi¢e upotrebljeno u frekvencijskoj analizi za odredivanje granicne
frekvencije wy.

U analizi sistema u frekvencijskom domenu krece se od primjene Laplasove tran-
sformacije na sistem . U slucaju nultih pocetnih uslova dobija se jednacina

X(s) = (sI - PA)"'PDF(s) = Wy(s)F(s), (5.26)

gdje je W4(s) = (sI — PA)~'PD matrica prenosna funkcija u odnosu na vektor
poremecaja. Prelaz u frekvencijski domen se ostvaruje smjenom s = jw i pretpos-
tavkom da je ulazni poremecaj sinusoidalan, pa se dobija X (jw) = W 4(jw)F (jw).
Kako se radi o linearnom sistemu i komponente vektora stanja sistema ¢e biti sinu-
soidalne, a samim tim i norma vektora stanja. Kako su od interesa samo amplitude
oscilacija promjenljivih stanja, frekvencijska analiza ¢e se nadalje orijentisati samo
na njih.

Neka je sa Mo(w) oznacen vektor ili matrica ¢iji elementi predstavljaju mag-
nitude elemenata odgovarajuéeg vektora ili matrice O(jw). Tada se moze pisati
M x (w) = Mw,(w)Mp(w).

Do granicne frekvencije upotrebljivosti podesSenja se moze doéi pos-
tavljanjem uslova da norma vektora M x(w) bude manja ili jednaka od norme
koje se dobija referentnim podesenjem . Dakle, uslov se moze formulisati
IMx(@)lo—gzp < IMx(@)lo—gzg 7 0 < w < w.

Kako je [|[M x (w)|| < |[Mw,(w)||-[|M r(w)||, prethodni uslov se moze svesti na
My, (@)l o=@z < IMw.(@)le—g.

Granicna frekvencija se moze naéi izjednacavanjem indukovanih mati¢nih normi

na toj frekvenciji kao

IMw )l gz = | M@)oz (5.27)

Podesavanje dinamike u KR

Klizna povrs koja minimizira optimizacioni kriterijum, zahtijeva matricu C u obliku
(5.24]). Moze se primijetiti da postoji algebarsko ograni¢enje CA~1PyD = 0 koje
mora ispuniti ova matrica, sto smanjuje stepen slobode prilikom njenog izbora.

Vidi se da postoji slobodan izbor jedino matrice Cy, sto namecée pitanje moze
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5.2. KR u sistemima s poremecajima van kanala upravljanja

li se istovremeno ostvariti minimizacija kriterijuma i proizvoljno podesiti
dinamika sistema u KR, Sto je primarna funkcija matrice C. Odgovor na ovo
pitanje se moze nadi transformacijom sistema u regularnu formu [41], u kojoj
se lahko moze izdvojiti dinamika KR, koja je redukovanog reda n — m.

Ako se matrica ulaza podijeli kao:

B
B= lBll . By e R=m)xm B, c RmXm (ot By o£ (), (5.28)
2

tada se moze primijeniti nesingularna koordinatna transformacija @ = T'x, gdje je

matrica transformacije data kao

I B I B.B;!
T = L] BI] T = L] };712 ] . (5.29)
2 2

Transformisani sistem (5.1)) u regularnoj formi je:

z(t) = Az(t) + Bu(t) + D f(t),

A Au]
Ao Al (5.30)

Koristenjem koordinatne transformacije, klizna promjenljiva se moze napisati
kao g = Cx = CTz = Cz, gdje je C = CT = [ C; C3 ], C; € R (n—m),
Cy € R U KR vazi C1z1 + Caozy = 0, pa se posljednjih m stanja moze
izraziti kao Ty = —C_Z';C'l:?:l. Koristenjem ovog algebarskog ogranicenja u ,

dobija se redukovana dinamika sistema u KR kao:

z1(t) = (A1 — A12C'2_1(_71)£51(t) + D1 f(t) = A.(C)z1(t) + D1 f(2),

5.31
Z(t) = —Cy Cr (1), 30

Ako je par (A, B) kontrolabilan, onda je kontrolabilan i par (Aj1, A12), pa se
sopstvene vrijednosti matrice AT(C’) mogu podesavati izborom matrice C, odnosno
C. Matrica C se ne moze u potpunosti proizvoljno birati, usljed algebarskog uslova
, redukujuéi slobodni izbor samo na Cy. Jasno je onda da se jedino ovom

matricom moze uticati na dinamiku sistema u KR.
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

Dimenzije matrice C\ zavise od [ i m, pa moguénost projektovanja dinamike
u KR zavisi od dimenzija vektora poremecaja i upravljanja. U [97] su detaljno
analizirane ove moguénosti, a najvazniji rezultati biée sumirani ovdje.

Naime, u sistemu u kome se zahtijeva optimalno ustaljeno stanje u
KR, dinamika sistema u KR se ne moze podesavati ukoliko je [ > n — m. Tada je

dinamika KR definisana matricom A, sistema redukovanog reda koja je bliska:

A, = A — A;pS51 Sy, S=HT, +T,,

S=[8 S3], §; e R*(=m) g, c RMX™
[ 1 2] 1 2 (5.32)

T
T = [TI] . Ty € Rlvmm)xn py o gmxn,
2

Na osnovu prethodnog se moze zakljuciti da moguénost podesavanja dinamike u
KR s optimalnim stacionarnim stanjem postoji u slucaju [ < n —m. U nastavku
se analizira u kojoj mjeri je mogu¢ slobodan izbor sopstvenih vrijednosti sistema
redukovanog reda. Matrica C u sistemu mora istovremeno da zadovolji u

ovom slucaju tri zahtjeva:

1) da obezbijedi n — m zeljenih sopstvenih vrijednosti matrice A, (C),

2) da obezbijedi decantralizovano upravljanje u sistemima s vise ulaza $to se
ostvaruje zahtjevom CB=CB =1 = Cy =1,

3) da obezbijedi dosezanje optimalnog ustaljenog stanja kroz zahtjev C =

T,

CT = Cy| H I][ ]:COS, gdje je S = HT, + T», T € RX",

T,
Ty € RO-Oxn,

Prva dva zahtjeva su standardni u sistemima upravljanja s KR, dok je treé¢i pos-
ljedica sprovedene optimizacije. Drugi zahtjev nameée uslov Cy = I, a ispunjenje
treceg zahtjeva se ogleda kroz postojanje jedinstvenog resenja jednacéine CyS = C
po nepoznatoj matrici Cl.

U [97] je pokazano da matrica C koja obezbjeduje CB = I i rjesivost jednacine
CoS = C po nepoznatoj matrici Cy je oblika

c=[C, C. I], (5.33)

gdje je C, € R™*! matrica ¢ije se vrste € nalaze iz uslova rang { EX ESTJ} =

n—1 (i=1,...,m). Matrica C, € R™*(»~m=1) se moze proizvoljno birati.

52



5.2. KR u sistemima s poremecajima van kanala upravljanja

Na osnovu prethodnog se moze zakljuciti da dimenzije matrice C. defini$u broj
stepeni slobode u podesavanju n — m sopstvenih vrijednosti sistema. Uzimajuéi u
obzir prikazane rezultate, moguénost nezavisnog podesavanje dinamike sistema
u KR s optimizovanom kliznom povrsi u zavisnosti od dimenzija vektora ulaza i

poremecaja je sumirana u sljedecoj tabeli.

Tabela 5.1.: Podesavanje spektra sopstvenih vrijednosti u zavisnosti od I, n i m

[>n—m l<n—-—m

mn—m-—0)>n—m | m(n—m-1I0)<n—m

Dinamika sistema u KR Cjelokupni spektar

je predeﬁnisaga & | sopstvenih vrijednosti se
(5.32) za bilo koje Co i | 1076 specificirati (svih
ne moze se specificirati.

m(n —m — ) sopstvenih
vrijednosti se mogu
proizvoljno izabrati, dok
za preostale postoje
algebarske veze.

n — m sopstvenih
vrijednosti se mogu
proizvoljno birati)

U slucaju | < n —m, matrica C koja definisSe kliznu povrs se odreduje na osnovu

izraza

C=[C, C. I|S'[H I, (5.34)

gdje je ST pseudoinverzna matrica matrice S. Matrica C se nalazi iz uslove ranga
, dok se elementi matrice C, nalaze iz za dati spektar sopstvenih
vrijednosti.

Slucaj skalarnog poremecaja je razmatran u nauénom radu [98]. Identifikovana su
tri slucaja pri podesavanju dinamike kliznog rezima: regularni 1 < m < n—1, gdje
se dinamika moze slobodno birati, singularni m = n—1, gdje je dinamika unaprijed
odredena uslovom minimalne stacionarne norme, te skalarni slucaj (m = 1), gdje
se javlja ograniCenje izmedu vlastitih vrijednosti definisano izvedenim uslovom.

Validnost razmatranih pristupa potvrdena je kroz numeri¢ke primjere koji
ilustruju postupak konstruisanja klizne povrsi na osnovu optimizacije ustaljenog
stanja, pri ¢emu se za razli¢ite odnose dimenzija sistema i upravljanja odreduju
matrice transformacije, oblik matrice C kao i pripadajuéa dinamika redukovanog
reda. Prva dva primjera pokazuju slucajeve u kojima je moguce potpuno ili
djelimicno zadati spektar sopstvenih vrijednosti u KR, dok treé¢i primjer dodatno
razmatra frekvencijsko podrucje primjenljivosti i simulacionu provjeru dobijenih
rjesenja. U posljednjem primjeru predlozeni pristup se uporeduje s PI regulatorom,

¢ime se potvrduje efikasnost predlozenog pristupa.
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

Primjer 5.1

Neka su u posmatranom sistemu (|5.1)) date sljedeée matrice modela:

-1 -3 1 5 2 1 1 6 3

1 -2 1 =2 1 0 -2 -5
A = ’ B =] 9 ==

1 2 -3 2 -1 3 3 8 4

-3 -4 -1 -5 2 4 -7 4 1

Moze se uociti da jen =4, m =2 il = 3, te u tom slucaju vazi [ > n —m sto
odgovara slucaju kada je dinamika sistema u KR u potpunosti predodredena
optimizacionim zahtjevom i data je sa (5.32)). Matrica C' se na osnovu (|5.24)

moze izraziti kao

(—2c13 — c14) 15(8c13 — 113c14) €13 14
(—2c23 — c24) 15(8caz — 113c4) a3 ca4

C=|CoH Cy)= l (%)

o= o=

Relevantne matrice neophodne za proracun dinamike redukovanog reda u KR

su date sa
1 0 2 1
T 1 1 1
T — 1 = O )

T, 00 -1 3

00 2 4
_1 2 10
=1 2 -1 5

S—{S1 52}_l1 —113 =31 67‘|7
6 12 4 12
1.7 1 239 41.2
Ay = , A=

11 l2.4 O] 12 [4,8 6.4]

Dinamika sistema u KR je definisana sopstvenim vrijednostima matrice A,

B l3.03 —39.17

= A€ {-2.083 +78.525} (w*
2.52 —7.2] { J8.325} ()

Moze se provjeriti da ¢ée svako C' iz beskonacnog skupa matrica (%), koje
obezbjeduje minimizaciju norme ustaljenog stanja, rezultirati istom dinamikom

redukovanog reda (%x).
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5.2. KR u sistemima s poremecajima van kanala upravljanja

Ako se nade ekvivalentna matrica A, iz (5.17) dobija se

—-3.77 0.92 —-1.87 8.06
-0.83 0 —-0.28 -0.14

eq = = A €0,0,—-2.083 £ j8.525
0.71 031 —-0.44 2.78

—8.42 0.15 —-291 0.04

pri ¢emu se vidi da u njoj nema podesljivih parametara i da nenulte sopstvene

vrijednosti odgovaraju sopstvenim vrijednostima matrice A, date s (%x).

Primjer 5.2

Neka su sada matrice sistema (|5.1)) date sa:

—4 0 2 5 -6 2 3 -1 6

2 -3 —6 4 -9 2 0 -1 6 0 -2
A_ |l 2 35 8 3 |45 9 o 13 8

0 1 0 -5 3 5 6 —5 4 —7

4 -6 7 -9 -7 7 70 -1 1

-1 2 3 4 -5 —6] 9 -3 5 0 -7

Kako jen =6, m = 31l = 2, vazi nejednacina | <n—m < m(n—m —1).
U ovom slucaju kompletan spektar sopstvenih vrijednosti u KR se moze
proizvoljno izabrati. Na osnovu zahtjeva (5.12)) pojavljuju se algebarska ogra-

nicenja u matrici C

0.4 —0.08
€13 Ci4 €15 Cig
—-0.24 —-0.97
C = [COH Co] , Co=|ca3 coa co5 co6|, H= 037 —047
€33 €34 €35 C36 1.37 5 i7

Neophodne matrice za transformaciju sistema u regularnu formu su

—19.21 18.93 —4.79 —234.97 —418.65 —52.65
A =1|-291 3496 -14.9 |, A2 = | —525.48 —894.83 —181.83],
—62.96 81.34 —24.03 —1135.17 —1638.72 —299.72
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

1 00 1 2 3]
01 0 0 -1 6
T, O 01 -4 5 9
T: — 5
T 0O 00O 6 -5 4
0O 0 0 1 7 0
000 9 -3 5
0.4 —0.08 1 —-3.6 5.88 9.69
—-0.24 —-097 0 b5.76 —4.51 —-2.52
S = [51 52} =
037 —-047 0 1.37 821 —-1.69
1.37 217 0 10.37 —2.43 22.16
C11 Ci2 C13 Ci4a C15 Cig Cn
C:[Cs C. C2}= Co1 Co2 C23 Caa Ca5 Cos| = |Chro
C31 C32 C33 C34 C35 C36 (OF%:

Matrica Cy se odreduje iz rang uslova (5.33). Za prvi uslov se dobija

[ 04 —024 037 137 &
—0.08 —0.97 —0.47 217 &9
1 0 0 0 C13
-36 576 1.37 1037 ¢u
588 —4.51 821 —243 &5
9.7  —25 —1.69 22.16 &

rang { {ST C”:l}} = rang

odakle se nalazi

c11 = —0.369¢13 + 0.024¢14 + 0.053¢15 + 0.056¢716,

C1o = —1.868213 — 0.109¢14 — 0.008¢15 + 0.148¢.
21 = —0.369223 + 0.02424 + 0.053E5 + 0.05626,
Cop = —1.868223 — 0.109824 — 0.008225 + 0.1485,
¢31 = —0.369¢33 + 0.024234 + 0.053¢35 + 0.056¢36,

€3z = —1.868¢33 — 0.109¢34 — 0.008¢35 + 0.148¢36.
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5.2. KR u sistemima s poremecajima van kanala upravljanja

Posto je Cy = I3, preostali dio matrice C, ¢ni C., koja se moze proizvoljno
izabrati. Njeni elementi se nalaze na osnovu zeljenih sopstvenih vrijednosti.
Neka je zeljeni spektar u KR dat sa A € {-1,—2,—-3}. Tada se dobija
c13 = 0.439, a3 = 0.221 i ¢33 = —0.359.

Na kraju, matrica C' se dobija kao

—-0.138 —-0.93 0439 0.655 0.011 -0.117
C=CS* [H I4] = [—-0.029 —-0.421 0.221 0.236 0.074 —-0.064
0.189 0.82 —0.359 —-0.497 0.028 0.148

Provjera ispravnosti postupka se opet vrsi preko ekvivalentne matrice, koja se
dobija u obliku

[—4.46  3.88 2.49 0.95 4.62 —0.65]
—1.07 19.65 13.07 —30.36 42.08 5.35
—549 4316 266 —52.38 83.64 1.78
1.58 —211 -0.32 -3.83 —0.13 4.47
572 —19.6 —11.64 16.86 —34.09 3.06
| 25 —1236 9.9 2373 —29.94 —9.86]

¢ije sopstvene vrijednosti A € {0,0,0,—1, —2, —3} odakle se vidi da nenulte

sopstvene vrijednosti odgovaraju zeljenim sopstvenim vrijednostima.

Primjer 5.3

U ovom primjeru se posmatra sistem (5.1]) sa skalarnim upravljanjem koga

definisu sljede¢e matrice:

-1 0 1 0 1
A= 2 1|, B=|1|, D=0
0 0 -3 -1 1

Ovdjejen=3, m=1il=1,pavazil<n—-mimnh-m-—1) <n-—1L
U ovom slucaju se ne moze izabrati kompletna dinamika sistema u KR, veé
proizvoljno m (n —m — ) = 1 sopstvenih vrijednost, a druge su algebarski

uslovljene.
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

Optimizacija ustaljenog stanja namece

~10/7
C=[CoH Cy|, Co=lc2 s, H_lw].
Matrice za dobijanje opisa sistema ((5.31)) su
T oo 1 0 1
T=|"'1=lo1 1|, Au= , A= :
T, 1 =2 0
0 0 —1

S:[Sl SQ}Zl_m/? 1 1]7 -

2/7 0 -1

Zahtjev Cy = I, daje é3 = 1.

Spektar sopstvenih vrijednosti A = {1, A2} definiSe redukovanu dinamiku
(5.31)), odakle se C moze naéi kao

C = [3—1—)\14—)\2 —(2+2)(24+ N) 1}.

Medutim, uslov ranga iz ([5.33|) zahtijeva rank { {ST C_’T]} = 2, Sto namece

vezu izmedu sopstvenih vrijednosti

—10/7 2/7 3+ A+
det 1 0 —24+M)2+XN)| =0
1 =1l 1

odakle se kao rjesenja dobijaju

9(1+ Ap)

g = — T AU
2 9+ 8\

9
)\1 7é —g

Matrica C' se nalazi kao C = CS* [H 1 2} Sto za proizvoljno odabrano \;
daje

C=91sn [2(3+2A1)2 —2+M)O+7N) - (27+>\1(31+7)\1))]. (%)
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5.2. KR u sistemima s poremecajima van kanala upravljanja

Moze se provjeriti da dobijena matrica C zadovoljava optimizacioni uslov
CA'P,D = 0. Takode, ekvivalentna matrica A, ima sopstvene vrijednosti
A€ {0, A1, —9(1 + A1)/(9 + 8X\1)}, Sto potvrduje ispravnost procedure.

Interesantno je odrediti frekvencijski opseg primjenljivosti prezentirane metode
na ovom primjeru u slucéaju vremenski promjenljivog poremecaja. Dakle,
treba nadi grani¢nu frekvenciju ucestanost wy sinusoidalnog poremecaja za koje
podesenje (%) daje bolje rezultate od referentnog podesenja iz [93], a
koje daje C = [0 0.5 — 0.5] pri ¢emu nema izbora dinamike KR.

Ako se izabere \; = —2, dobija se A\ = —=9/71C =[-2/7 0 —1]. Da bi
se primijenila jednacina , neophodno je izracunati W (jw) za razlicita

_ 1 }
7
81 + 49w?

] 2
IW aie)lomiz/r o —1y = M () = \/ a00+812 |

podesenja klizne povrsi

324 + 277Tw? + 49w

o1
L “Veiraow?
25 + 4w?
9 + 4w?(6 + w?)

. B - 4 + w?
IWali)lo—po 05 05 = M () = ¢ TR T

4+ w?
LV 9+ 4w?(6 + w?) |

Norme ovih vektora se dobijaju kao

612 + 134w?
Mw = MT Mw - )
1My (@) = M, (@) Mo, () \/324 + 27762 + 4903

33 + 6w?
_ T _
1My @) | = /ML () My () = \/ LB
Rjesavajuéi (5.27)) koristenjem posljednje relacije dobija se Sest rjesenja za
kritiénu frekvenciju wp € {£52.39968, +52.205, £0.874708}, od kojih je samo

realno pozitivno rjesenje wy = 0.874708 rad /s prihvatljivo. Dakle, za frekvencije

poremecaja nize od wp predlozeni nacin konstrukcije klizne povrsi daje veéu

preciznost.
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

Za konstantan poremecaj w = 0, koji na primjer ima jedini¢nu vrijednost, vazi
| M x(0)]] = || My, (0)]], pri ¢emu je ||M x(0)|| = ||x(c0)||. Za w = 0 na osnovu
gornjih relacija dobijaju se norme ||M ., (0)|| = 1.37437 1 || M, (0)|| = 1.91485.
Identi¢na minimalna norma ustaljenog stanja ||x(co)|| = 1.37437 se dobija
koristenjem za jediniCni poremecaj, Sto potvrduje ispravnost frekvencijske
analize.

Nakon konstruisane klizne povrsi koja minimizira zadati kriterijum, neophodno
je odrediti upravljanje koje obezbjeduje dosezanje i egzistenciju KR, u cilju
simulacionih ispitivanja. U ovom primjeru moze se primijeniti jednostavno
upravljanje oblika u = — (CB) ™' (CAx + asign(g)). Ukoliko je poremeéaj
oblika f(t) = h(t — 6), prekidacko pojacanje @ = 3 obezbjeduje nastanak
i egzistenciju KR. Iako ovaj zakon upravljanja sadrzi izrazenu prekidacku
komponentu sto u realnim sistemima uzrokuje treperenje, njegova primjena
ima svrhu da se obezbijedi kretanje sto blize idealnom KR koji je pretpostavka
sprovedene analize. Dvije klizne povrsi koje minimiziraju normu ustaljenog
stanja su projektovane. Prva je odredena za \; = —2, $to uslovljava Ao = —9/7
i daje C = [-2/7 0 —1]. Za drugu kliznu povrs uzete su konjugovano
kompleksne sopstvene vrijednosti, gdje je izabran realni dio —1 i dobijen
je uslovljen par A2 = —1 & jv/2/4. Odgovarajuéa povrs je definisana s
C=[1 -9/8 —17/8].

(a) Hiperpovrs C = [-2/7 0 —1] (b) Hiperpovrs C =[1 —9/8 —17/8]

D) -1

Z1

Slika 5.1. Trajektorije sistema za dvije minimizujuée povrsi

Na slici [5-1] je prikazana simulacija trajektorija sistema za obje klizne povrsi iz
pocetnog stanja x (0) = [O 1 1] Vidi se da trajektorije klize duz odgovara-

juc¢ih ravni do koordinatnog pocetka. Nakon djelovanja poremecaja van kanala
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5.2. KR u sistemima s poremecajima van kanala upravljanja

upravljanja, stanje sistema je izbaceno iz ravnoteznog stanja duz odgovarajuéih
ravni do istog novog ustaljenog stanja. Analiza podataka potvrduje da je
ostvareno minimalno ustaljeno stanje (5.23) @, (00) = % [7 10 —2}, koje
daje normu ||z(c0)|| = 1, 37437.

Da je zaista ostvareno ustaljeno stanje minimalno, izvrsena je simulacijska
provjera s metodom predlozenim u [93], koji je opisan sa i daje C =
0 0.5 —0.5].

(a) 23 smetnju'f(t) = h(t - 6) (b) za snlletnju 7@ = sin(0.507%)h(t —6)

Norma stanja ||x||
Norma stanja ||x||

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

s (c) za smetnju f(t) = sin(0.87t)h(t — 6) s (d) za smetnju f(t) = sin(2.0t)h(t — 6)
——C=[-2/70 —1]
B B —C=[01/2 —1/2]
i £
- - 1
® ©
= T
g 3
g g
5 =2 0.5
Z Z

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 5.2. Norme vektora stanja za razlic¢ito definisane klizne povrsi i razli¢ite smetnje

Za to podesenje se dobijaju sopstvene vrijednosti Aj = —0.63 i Ao = —2.37,
a preracunata vektorska norma ustaljenog stanja [|z(co)| = 1.915 je manja
od ostvarene minimalne norme predlozenog metoda. Simulacioni rezultati
prikazani na slici a) to potvrduju.

Slika (b) prikazuje simulacijske rezultate za sporopromjenljivi sinusoidalni
poremecaj, frekvencije manje od granic¢ne, gdje predlozeni metod i dalje postize

bolje rezultate. Na grani¢noj frekvenciji (slikac)) oba podesenja imaju iden-
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

ti¢nu tacnost. Za dalje povecanje frekvencije, predlozena metoda konstrukcije
klizne povrsi je manje pogodna, jer dinamika sistema u KR nije viSe znacajnije
brza od poremecaja, Sto se moze vidjeti na slici (d), gdje podesenje (|5.25))

daje bolje rezultate.

Primjer 5.4

Buduéi da PI regulator uspjesno otklanja konstantne poremecaje, u ovom
primjeru se porede njegove performanse s performansama prikazanog pristupa
zasnovanog na KR. Posmatra se regulacioni problem gdje je model sistema dat

u kontrolabilnoj kanonskoj formi

&(t) = Ax(t) + B(u(t) + f,(1) + Df(t),  y(t) = Qz(t),

0 1 0 0 0.1
A=|lo o 1|, B=lo|, D=|-06, Q:[loo}.
6 —11 -6 1 0.2

Zadatak je regulisati izlaz da dostigne i odrzava referentnu vrijednost y, = 1.
Na sistem djeluje poremecéaj u kanalu upravljanja f,, (t) = 2sin (7t) i van
kanala upravljanja f(¢) = h(t — 12). Kako je y = z1, vektor greske je
e(t) = {xl (t)—yr x2(t) z3 (t)] Za kontrolu bi¢e upotrijebljen regulator
promjenljive strukture iz prethodnog primjera s prekidackim pojacanjem a =
15.

Na osnovu izracunato je ustaljeno stanje e (00) = [0 —0.1 0.6], od-

nosno x (00) = {1 —0.1 0.6], koje ima minimalnu normu e(oc0) = 0.608. U
konstrukciji klizne povrsi koja ostvaruje ovu minimalnu normu dobijeno je
ogranicenje sopstvenih vrijednosti oblika Ao = —(6+ A1). Za izabrano \; = —3
dobija se A\ = —3 i matrica C =1[9 6 1].

Koordinate stanja i norma vektora greske je prikazana na slici Vidi se da
je sistem neosjetljiv na poremecaj iz kanala upravljanja, a da za poremecaj
van kanala upravljanja ostvaruje predvidenu preciznost. Vazno je primijetiti
da je ostvarena nulta greska u ustaljenom stanju za prvu koordinatu stanja.
Ovo svojstvo je ostvareno zahvaljujuéi predstavljenoj metodi projektovanja

klizne povrsi.
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Slika 5.3. Odziv sistema s KR na optimalnoj povrsi

Moze se pokazati da ova metoda projektovanja uvek ostvaruje nultu gresku za

prvu koordinatu stanja kada je sistem predstavljen u kontrolabilnoj kanonskoj

formi.
) (a) Optimalna hiperpovrs . (c) PI bez djelovanja smetnje
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Slika 5.4. Poredenje odziva sistema za razlicite strukture regulatora
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

To znaci da je prva koordinata stanja, koja je obicno izlaz u mnogim sistemima,
potpuno neosjetljiva na konstantni vanjski poremecéaj u KR na optimalnoj
kliznoj povrsi, Sto se moze vidjeti na slici (a). Da bi se uodila razlika u
odnosu na konvencionalnu kliznu povrs, prikazan je odziv za povrs definisanu
s C =[3 4 1] na slici (b), koja daje sopstvene vrijednosti \y = —3 i
Ao = —1. Kao sto je ocekivano, postoji greska izlaznog signala.

U cilju poredenja, konvencionalni PI regulator G (s) = k(1 + 1/T;s) je ispro-
jektovan. Da bi bio uporediv s regulatorima promjenljive strukture, projektni

zahtjev je dobiti $to je moguce brzi odziv. Prenosa funkcija objekta upravljanja

je
Y 1
G(s) = 1) _ .
U(s)  (s+1)(s+2)(s+3)
Projektni zahtjev se moze ostvariti skra¢ivanjem najsporijeg pola s = —1, sto

se postize parametrima regulatora k, = 2.1126 i T; = 1s. Rezultujuci spektar
spregnutog sistema je A € {—0.785, —0.785, —3.43}. Odziv izlaza sistema s PI
regulatorom bez djelovanja poremecaja je prikazan na slici (C) Odziv je
znacajno sporiji zbog prisustva integralnog djelovanja. U slucaju djelovanja
poremecaja, slika (d), vidi se da PI regulator ima losije performanse u
odnosu na sinusoidalni poremecaj.

Moze se zakljuciti da regulator promjenljive strukture s optimalnom kliznom
povrsi ostvaruje brz odziv, neosjetljivost na sinusoidalni poremecaj u kanalu
upravljanja i nultu gresku izlaza u ustaljenom stanju. Zato se moze smatrati
da je regulator promjenljive strukture s optimalnom kliznom povrsi superiorni

izbor u ovom zadatku upravljanja u odnosu na konvencionalni PI regulator.

5.2.2. Projektovanje integralne klizne povrsi u slucaju poremecaja
van kanala upravljanja

Prethodna metoda projektovanja optimalne klizne povrsi za konstantne poremecaje
van kanala upravljanja, koja je namijenjena za klasicne KR, posjeduje dva uocljiva
nedostatka. Najprije, za implementaciju metode neophodna je invertibilnost
matrice sistema A, Sto nije uvek slucaj u praksi. Takode, pokazano je da postoje
slucajevi kada nije moguce uopste, ili u potpunosti specificirati dinamiku sistema

u KR, sto je osnovni zadatak projektovanja klizne povrsi.
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5.2. KR u sistemima s poremecajima van kanala upravljanja

U potrazi za prevazilazenjem ovih ogranicenja, tj. za moguénoséu da se kliznom
povrsi istovremeno obezbijedi minimizacija kriterijalne funkcije i zeljena dinamika
sistema u KR, u nauénom radu [76] su se analizirali ovi zahtjevi u sluc¢aju integralnih
KR. Pokazano je da integralna klizna povrs nudi dovoljno stepeni slobode da
omoguéi postizanje oba cilja. Takode, u [76] je razvijena nova optimizaciona
procedura za isti optimizacioni problem, koja prevazilazi problem singularnosti
matrice sistema A.

Data je odgovarajué¢a metoda projektovanja integralne klizne povrsi za slucaj
konstantnih i sporopromjenljivih poremecaja van kanala upravljanja, koja ¢e ovde
biti predstavljena.

Neka se posmatra linearni dinamicki sistem oblika
z(t) = Ax(t) + Bu(t) + d(t), (5.35)

gdjesux € R", u € R™ (m < n) i d € R" vektori stanja, upravljanja i vanjskog
poremecaja, respektivno. Poremecaj ima ograni¢enu normu ||d(t)|| < d,, Vt. Neka

vaze sljedece pretpostavke:
1. Neka je rang{A} =r < n i rang(B) = m.

2. Neka je par (A, B) potpuno kontrolabilan, sto podrazumijeva r +m > n =

r>n—m.

3. Neka je d(t) = d nepoznati konstantni poremecaj van kanala upravljanja
rang {B} < rang {[B d]}.

Veé je ranije pokazano da ¢e djelovanje konstantnog poremecaja van kanala
upravljanja na sistem usloviti da trajektorije sistema dodu u ustaljeno stanje na
kliznoj povrsi van koordinatnog pocetka x(oco) = tlim x(t) # 0. Primjenjujuéi

—00

1 o lim @(f) — ‘ .

uslov da je Jim (t) = 0 na (5.35)) dobija se

h(z(o0),u(c0)) = Az(co) + Bu(oo) +d = 0. (5.36)

Ovdje je zadatak optimizirati kriterijalnu funkciju (5.22)) pod algebarskim ograni-
¢enjem (|5.36)). Ocigledno je da je za nalazenje ustaljenog stanja iz ([5.36)) potrebna
invertibilnost matrice A. Kako prva pretpostavka dozvoljava da ova matrica bude

singularna, potrebno je naéi drugi nacin za nalazenje x(c0).
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

Za prevazilaZenje problema singularnosti matrice stanja koristi¢e se SVD (singu-

lar value) dekompozicija. Primjenom SVD na matricu B dobija se
T g .
B=UXV ', XY= ol Y4 = diag{oy,09,...,0m}, (5.37)

gdje su U i V unitarne matrice, a 34 je nesingularna dijagonalna matrica koja se

sastoji od m singularnih vrijednosti B.

Zamjenom ([5.37) u (5.36) i mnoZenjem rezultata s U ' s lijeve strane dobija se

A
U'Az(0)+ 2V u(cc) +U'd=0, U'A= [ O] ,

Ay
(5.38)
svT = |Bol prg— |
0|’ di|’

gdje su Ag € R™ A € Rv=m)xn By e R™*™ dy € R™id; € R"™. Na
ovaj nacin se ogranicenje ([5.36)) dekomponuje u

hi (QZ(OO), ’LL(OO)) = A 33(00) + By u(oo) +dy =0,

(5.39)

Ova ogranicenja treba uzeti u obzir prilikom minimizacije kriterijalne funkcije.

Slijedi da funkcija Hamiltona [99] postaje
Flz(00), u(00), 11, 12) = J(x(00)) + 1 hy(z(c0), u(c0)) + I3 ho(x(0)),  (5.40)

gdje su ly € R™ i ly € R" ™ dva Lagranzova multiplikatorska vektora. Optimiza-
cija kriterijalne funkcije , odnosno funkcije Hamiltona , sprovedena je
u [76].

Dobijeni rezultati pokazuju da jedinstveno ustaljeno stanje x(oco) i odgova-
rajuce upravljanje u(oo) sistema , pod prethodno datim pretpostavkama
minimiziraju optimizacioni kriterijum uz ogranicenja , su odredeni
kao

unin(00) = [~ By' By'AQ'A[ (4@ 1A]) U4, (5.41)

Tmin(00) = Pod, P,=[0 —Q7'A[(4Q'A])" |UT. (5.42)

66
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Vazno je istaé¢i da je ustaljeno stanje (5.42)) najbolje moguce stanje sistema
(5.35) za definisani kriterijum, bez obzira na algoritam upravljanja ili ostvarenu
dinamiku spregnutog sistema. To znaci da ukoliko bilo koji regulator ostvari to

stanje, morace na svom izlazu da ima vrijednost (5.41)) i obrnuto.

Takode je interesantno testirati dobijene rezultate za poremecaj koji djeluje
u kanalu upravljanja. U tom slucaju moze se pisati da je d = Bj, gdje je 3
neki vektor. Moze se lahko vidjeti iz i da se tada moze ostvariti
ustaljeno stanje @y, (00) = 0, a upravljanje je bilo umin(c0) = —j. Ovo ukazuje
na ¢injenicu da uslovi invarijantnosti imaju Siri znacaj od SUPS. Drugim rije¢ima,
nulto ustaljeno stanje pod djelovanjem poremecaja van kanala upravljanja nije

moguce ostvariti bilo kojim upravljanjem.

5.2.3. Projektovanje optimalne integralne klizne povrsi

Integralni KR [64] se organizuje duz klizne povrsi g = 0, koja je definisana sa
T
g(t) = Da(t) — Da(0) + / Ea(r)dr, (5.43)
0

gdje su matrice D, E € R™*™ punog ranga i potrebno ih je odrediti u proceduri
projektovanja integralne klizne povrsi. Integralnim KR se eliminise faza dosezanja
KR u kojoj je sistem osjetljiv na obje vrste poremecaja u pogledu prostora matrice
B. To se moze lahko uvidjeti iz (5.43)), jer za t = 0 dobija se g(0) = 0.

Ukoliko se matrica E iz (5.43)) izabere u obliku
E=-D(A- BK), (5.44)

dinamika sistema u KR, koja se dobija koristenjem ekvivalentnog upravljanja, se
opisuje kao
&(t) = (A - BK)a(t) + (I - B(DB)™'D)d(t). (5.45)

U slucaju nominalnog sistema, gdje je d(t) = 0, dinamika sistema je defini-
sana sopstvenim vrijednostima matrice (A — BK). Dakle, zeljena nominalna
dinamika sistema u KR se moze podesavati matricom K
standardnim metodama projektovanja. Prisustvo ekvivalentnog poremecaja
deg(t) = (I — B(DB)*lD) d(t) u pokazuje osjetljivost dinamike u KR na

poremecaje koji djeluju van kanala upravljanja.
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

U slucaju konstantnog poremecaja, ustaljeno stanje van koordinatnog pocetka
negdje na kliznoj povrsi se moze nadi iz uslova lim &(¢) = 0, sto na osnovu ([5.45)
t—o0
daje
(A - BK)z(c0) = —(I - B(DB)™'D)d(c). (5.46)

Iz (5.46) se moze naéi ustaljeno stanje na nacin

z(o0) = —(A~ BK) ™' (I - B(DB)™'D)d(c0), (5.47)

U literaturi se mogu sresti nekoliko preporuka za izbora matrice D. U [56] je
predlozen veoma pogodan izbor ove matrice, iskazan uslovom DB = I,,, kojim se
obezbjeduje decentralizovano upravljanje u sistemu s vise ulaza. Tada svaka klizna

promjenljiva (element) vektora g se kontroliSe isklju¢ivo sopstvenim upravljanjem.

Jos jedan koristan izbor je da D bude jednak lijevoj pseudoinverziji matrice B, tj.
D = B' (ili D = BT). Ova preporuka iz [93], koja je ve¢ koristena kao referentno
podesenje u prethodnom naslovu za klasi¢ne KR, obezbjeduje minimalnu normu
ekvivalentnog poremecaja, odnosno da nema pojacavanja poremecaja koji djeluje

van kanala upravljanja.

Ovdje, zadatak matrice D je da obezbijedi minimizaciju kriterijalne funkcije

uz ogranicenja . Vidi se iz da D ima uticaj na formiranje
ustaljenog stanja. Zato matricu D treba odrediti tako da dovede stanje sistema u
optimalno stacionarno stanje za bilo koji konstantni poremecéaj van kanala
upravljanja. Na taj nacéin ¢e integralna klizna povrs obezbijediti minimalnu gresku
u ustaljenom stanju. Tesko je odrediti matricu D koja obezbjeduje direktno
iz (5.47)). Efikasan nacin rjeSavanja tog problema je dat u [76], koji ¢e ovdje biti

objasnjen.

Optimalna integralna klizna povrs ([5.43) sistema ([5.35)) koja obezbjeduje mi-
nimizaciju kriterijalne funkcije u smislu i pod uslovima (5.41) i (5.42)), kao i

decentralizovano upravljanje u sistemu, se postize izborom matrice D u obliku
D=[0pxn In] [(A-BK)P, B (5.48)
gdje 7 oznacava matri¢nu pseudoinverziju.
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5.2.4. Primjenjivost za vremenski promjenljive poremecaje

Kao sto je pokazano u slucaju klasicnog KR, i ovdje treba ocekivati da ¢e pro-
jektovana integralna klizna povrs obezbijediti zadovoljavajuée performanse i u
slucaju sporopromjenljivih poremecaja, sve do grani¢ne frekvencije wp. Referentno
podesenje ¢e i ovdje biti D = Bf [93]. Analiza u frekvencijskom domenu se
sprovodi pod pretpostavkom da je poremecaj u sinusoidalan. Neka je, bez
gubitka opstosti, d(t) = d sinwt, gdje je d vektor amplitude. Odziv sistema ([5.45))
¢e, nakon prelaznog rezima, takode biti sinusoidalan, iste frekvencije, ali moze
doéi do promjene amplitude i faze. Dakle, i-ta komponenta vektora stanja x(t) se
moze predvidjeti kao z;(t) = A;(w) sin (wt + ¢;(w)). U fazorskoj notaciji vektori

poremecaja i stanja se mogu predstaviti kao

dw)=d, @(w)=[r1(w) - Taw)], zi(w)= A;(w)e? ) (5.49)

Frekvencijski odziv sistema (5.45)) se tada moze iskazati kao

z(w) = W(jw)d(w), W(jw) = (jul — A+ BK) (I - B(DB)"'D). (5.50)

Neka je bez gubitka opstosti Q = I u relaciji (5.22)). Tada kriterijalna funkcija

postaje vektorska norma ustaljenog stanja, koja za sinusoidalni poremecaj postaje

T (Wz(t) = |zt)|? = 22A2 ) (1= cos (2wt +2p,(w))). (5.51)

Kako je [|z(w)|? = M (w)x(w) = ZAZ( ), gdje oznaka H u eksponentu

oznacava konjugovano transponovanje, se moze izraziti u obliku

||l (t )H2 3 La(w HQ ZAQ cos (2wt + 2¢;(w)). (5.52)

Ova relacija otkriva vezu izmedu vektorske norme stanja sistema u vremenskom
domenu i njenih predstavnika u frekvencijskom domenu. Sada, grani¢na frekvencije
definiSe frekvencijski opseg u kome vrh norme ||z(t)||?,,. za D podeseno po
za D = BT tj.

ostaje ispod referentne vrijednosti ||z, ()],

() e < ll2r @l 0<w < w. (5.53)
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Da bi se osiguralo vazenje uslova (5.53)) dovoljna je negativna semi-definitnost

sljedeée matrice

2WHGWW (jw) — WHGwW ,.(jw) < 0, 0<w < wy, (5.54)

gdje su W (jw) i W, (jw) frekvencijski odzivi matrice funkcije prijenosa za
D podeseno po i D = B', redom.

Dakle, sada se wp, moze naéi kao granic¢na frekvencija za koju su sve nenulte
sopstvene vrijednosti matrice negativne. Ovaj problem se ne moze u
opstem slucaju rijesiti analiticki, ve¢ se moze nadi rjesenje numericki. Medutim,
dovoljni uslov i njegova ekvivalencija u vremenskom domenu su veoma
konzervativni i u nekim sistemima se ne mogu ispuniti za realno w.

Korisniji uslov se moze dobiti relaksacijom gornjih zahtjeva, u kojem da bi
se osiguralo vazenje uslova potrebno je da najveée singularne vrijednosti

matrica funkcija prijenosa zadovolje sljede¢u nejednacinu

V2-5(W(jw) < dW,(jw), 0<w<w, (5.55)

vrijednosti frekvencijskog odziva sistema dobro podrzano u MATLAB okruze-
nju. Najveca singularna vrijednost matrice funkcije prijenosa predstavlja najvece
pojacanje sistema u svim moguéim pravcima ulaznog vektora na datoj frekvenciji.

Dakle, uslov ima jasno fizicko znacenje i moze se primijeniti samo na
procjenu granicne frekvenciji, jer stvarna granicna frekvencija moze biti visa u
zavisnosti od konkretnog pravca vektora poremecaja. Za poznat pravac vektora
poremecaja d, tacna grani¢na frekvencija se direktno moze odrediti koristenjem
| 659

Treba napomenuti da dinamika sistema u KR, koja se podesava matricom K,
takode utice na grani¢nu frekvenciju kroz W (jw), pored projektovane klizne povrsi.
To znaci da se moze podesiti wy, da pokrije frekvencijski spektar sporopromjenljivog
poremecaja koji djeluje na sistem, podesavanjem dinamike sistema u KR.

U nastavku je dat primjer koji demonstrira projektovanje optimalne integralne
klizne povrsi za regulacioni sistem, pri ¢emu se njen kvalitet procjenjuje na osnovu
frekvencijskog odziva i minimalne norme vektora greske u poredenju s referentnom
kliznom povrsi. Rezultati simulacije i poredenja s PI regulatorom pokazuju da

predlozena povrs daje bolju kompenzaciju poremecaja.

70



5.2. KR u sistemima s poremecajima van kanala upravljanja

Primjer 5.5

U cilju demonstracije prikazane metode projektovanja optimalne integralne
klizne povrsi, razmatrace se sljedeéi regulacioni problem. Neka je objekat

upravljanja s jednim ulazom i izlazom dat u kontrolabilnoj kanonskoj formi

&(t) = Az(t) + B(u(t) + (1)) +d(t),  y(t) =Cx(t),

0 1 0 0 0
A=|o o 1|, B=lo|, C=[100, =0)=]0
6 —11 —6 1 0

Zadatak upravljanja je regulisati izlaz sistema da dosegne referentnu vrijednost
yr = 1. Posto je y = x1, vektor greske e(t) = [z1(t) — yr x2(t) x3(t)] je ulaz u

regulator promjenljive strukture
u=—(DB) '[(DA + E)e + Hsign(g)], H = (d||D| +¢), &>0.

Primjena prekidacke komponente u upravljanju, koja u realnom sistemu in-
dukuje treperenje, ima za cilj da ostvareni integralni KR Sto je moguce vise

nalikuje idealnom KR, koji je pretpostavka sprovedene analize.

Neka je u optimizacionom kriterijumu (5.22) @ = I i zeljena dinamika u KR je

zadata sopstvenim vrijednostima A € {—2, —2.5, —3}. Optimalna klizna povrs

je na osnovu i definisana kao
D= [18.5 7.5 1] . E= [15 0 0] L)
Komparacije radi, jedna klizna povrs je konstruisana na osnovu [93] kao
D=[0 0 1], E=[15 185 75|. ()

Najprije treba naéi frekvencijski opseg u kome klizna povrs (x) obezbjeduje

bolji odziv od referentne povrsi (%) u slucaju poremecaja d (t) = A sinwt.

Rigorozni uslov ([5.54]) se ne moze zadovoljiti za bilo koju realnu frekvenciju.
Medutim, uslov (5.55) daje w, = 0.32593 rad/s, na kojoj frekvencijski odziv

najvece singularne vrijednosti sistema s optimalnom kliznom povrsi (slika -
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

plava linija ) sijeCe s donje strane odziv sistema s referentnom povrsi (slika

- crvena linija). Za dati pravac sinusoidal

nog poremecaja, na primjer za

A= [—0.1 —0.6 0.2|, moze se izracunati egzaktna vrijednost wp, = 1.7987
na osnovu ([5.52) i ((5.53)).
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Slika 5.6. Norme vektora greske za razlicito definisane povrsi i razlicite tipove pore-

mecaja
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5.2. KR u sistemima s poremecajima van kanala upravljanja

Na ovoj frekvenciji obje norme vektora greske trebaju imati isti maksimum,
sto je potvrdeno simulacijom na slici (a). Treba primijetiti da je wp. dosta
vise od wy, koja je procijenjena za bilo koji pravac poremecaja. To znaci da
uslov daje dovoljnu frekvencijsku rezervu. Za poremecaje s frekvencijom
ve¢om od wy, prikazani metod je manje pogodan, jer za neke pravce poremecaja

povrs (%*) mozZe posti¢i manje pikove norme.

Neka sada na sistem djeluje poremecaj van kanala upravljanja d(t) = A(1 +
sin(0.1¢))h(t — 10), A = [-0.1 — 0.6 0.2] i poremecaja koji djeluje u kanalu
upravljanja f(t) = 2sin(7t). Poremecaj van kanala se sastoji od konstantnog i
sinusoidalnog dijela, ¢ija se frekvnecija nalazi ispod wp. Da bi se izracunala
minimalna norma ustaljenog stanja za optimalnu kliznu povrs (x), poremecaj

treba smatrati konstantnim.

Zato je u kalkulaciji (5.42)) uzeta njegova maksimalna vrijednost d(t) = 2Ah(t—
10), te je dobijeno ustaljeno stanje epyin(00) = [0 0.2 1.2], 0dnosno &y, (00) =

[1 0.2 1.2] i njegova norma ||emin(c0)|| = 1.2166.

Kao $to se moglo oc¢ekivati, za referentnu povrs (%) je ostvarena veéa norma
|le(co)|| = 1.4822. Simulacioni rezultati za ovaj slucaj su prikazani na slici
5.6(b), na osnovu kojih se moze vidjeti da su norme invarijantne na poremecaj
u kanalu upravljanja ali su osjetljive na poremecaje van opsega matrice B.
Moze se vidjeti da nakon zavrsetka prelaznog procesa, norme ostaju tacno

ispod analiticki predvidenih vrijednosti za konstantan poremecaj.

Ovo potvrduje primjenljivost prezentirane metode za sporopromjenljive po-
remecaje ispod grani¢ne ucestanosti. Vazno je uodciti iz izracunatog vektora
emin(00) da je ostvareno nulto ustaljeno stanje za prvu koordinatu, $to se moze
pokazati da je uvijek slucaj kada se primijeni prezentirana optimizaciona me-
toda na sistem u kanonskoj kontrolabilnoj formi. To znaci da prva koordinata

stanja, Sto je po pravilu izlaz sistema, dostize referentnu vrijednost.

Dakle, javlja se invarijantnost izlaza sistema na konstantne poremecaje i van
kanala upravljanja. U ovom primjeru treba ocekivati veoma malu osjetljivost
izlaza na spori sinusoidalni poremecaj, sto je potvrdeno simulacijama na slici
(a). Ova osobina ne postoji za referentno podesenje povrsi (xx), te znacajnija
greska nastaje usljed djelovanja poremecaja (slika (b))
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5. Invarijantnost sistema na poremecaje u KR

U cilju komparacije primijenjen je i konvencionalni PI regulator s prenosnom
funkcijom G,(s) = k, (1 + 1;) Da bi ovaj regulator uopste mogao biti
uporediv s projektovanim regulatorima promjenljive strukture, potrebno je
podesiti regulator tako da se postigne sto je moguée brzi odziv. Prenosna
funkcija objekta upravljanja se moze nacéi na osnovu parametara polaznog

sistema kao

Y 1
G(s) = () = )
U(s) (s+1)(s+2)(s+3)
Projektni zahtjev se moze ispuniti skrac¢ivanjem najsporijeg pola s = —1,

pa se na osnovu geometrijskog mjesta korijena mogu odrediti parametri PI
regulatora kao k, = 2.1126 i T; = 1s. Rezultuju¢a dinamika spregnutog
sistema je okarakterisana spektrom polova A € {—0.785, —0.785, —3.43}, Sto
ukazuje da PI regulator ne moze biti brz kao regulator promjenljive strukture.
Izlaz sistema je znatno sporiji u slucaju PI regulacije i ima slabije performanse

u kompenzaciji oba sinusoidalna poremecaja, sto se moze vidjeti na (c)
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Slika 5.7. Poredenje odziva sistema za razlic¢ite strukture regulatora
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5.2. KR u sistemima s poremecajima van kanala upravljanja

Dakle, regulator promjenljive strukture s optimalnom integralnom kliznom
povrsi predstavlja superioran izbor u ovom slucaju, jer daje brzu dinamiku,
invarijantnost na poremecaje u kanalu upravljanja, kao i zanemarljivu gresku

u izlazu za vrijeme ustaljenog stanja.
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6. Klizni rezimi viseg reda

KRVR predstavljaju prirodno prosirenje konvencionalnog KR prvog reda sa ciljem
postizanja vec¢e robusnosti, te ublazavanja treperenja u upravljackom signalu. Za
razliku od klasi¢nog pristupa, gdje se zahtijeva ostvarenje klizanja nad samom
kliznom promjenljivom, kod KRVR namece se klizanje i nad izvodima klizne
promjenljive, ¢ime se otvara prostor za finije oblikovanje dinamike sistema. Posebno
znacajno mjesto u ovoj oblasti imaju KR drugog reda, medu kojima se izdvajaju
twisting i super-twisting algoritmi kao najpoznatiji i najcesée koristeni postupci.
Njihova vaznost ogleda se u tome Sto omogucé¢avaju oc¢uvanje robusnih osobina
upravljanja u kliznom rezimu uz povoljnije dinamicke karakteristike i prakti¢no
prihvatljivije ponasanje upravljackog signala. Pored ovih metoda, u okviru ovog
poglavlja bi¢e razmotren i opstiji koncept KR proizvoljnog viseg reda, kojim se
uspostavlja jedinstven teorijski okvir za sintezu slozenijih zakona upravljanja. Na
taj nacin poglavlje daje pregled i osnovnih ideja i reprezentativnih algoritama koji
¢ine teoriju KRVR.

6.1. KR drugog reda
Za sistem opisan jednacinom

z(t) = f(x) + b(x) u(?), (6.1)

neka je uvedena skalarna klizna promjenljiva

9=g(x). (6.2)

U analizi KR drugog i viseg reda od posebnog je znacaja relativni red klizne
promjenljive g(x) u odnosu na upravljacki signal u(¢). On odreduje u kojem se
izvodu promjenljive g(x) upravljanje pojavljuje eksplicitno, te time neposredno

usmjerava izbor odgovarajuceg zakona upravljanja u KR.
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6. Klizni rezimi viseg reda

Prvi totalni izvod klizne promjenljive po vremenu dat je izrazom

i) = 2D (@) 1 bla)u(r). (63

Daljim diferenciranjem dobija se

i) = 222 (5 (@) + b) u(r) +

2 ). (6.4)

Na osnovu prethodnih relacija relativni red r klizne promjenljive moze se definisati
preko izvoda u kojem se upravljanje pojavljuje eksplicitno. U tom smislu razlikuju

se sljededi slucajevi:

(a) Relativni red r = 1:

9g(x)
e 70 (6.5)

U ovom slucaju upravljanje se pojavljuje veé¢ u prvom izvodu klizne promjen-

ljive, pa se problem odrzavanja uslova g(x) = 0 moze rjesavati metodama

konvencionalnog KR.
(b) Relativni red r > 2:

99" (x) -
HE =0 (=127 ), (6.6)
99" ()

ou

Pri ovim uslovima upravljanje se ne pojavljuje eksplicitno u prvih r — 1

£0. (6.7)

izvoda klizne promjenljive, nego tek u izvodu reda r.

U slucaju relativnog reda r = 1 konvencionalni KR predstavlja prirodan i nepo-
sredno primjenjiv izbor. Medutim, njegova osnovna slabost ogleda se u prekidnoj
prirodi upravljackog signala, koja u realnim uslovima dovodi do pojave treperenja.
Naime, zbog konac¢ne frekvencije preklapanja, kasnjenja, nemodeliranih dinamika,
ogranicenja aktuatora i Suma mjerenja, idealni KR po kliznoj povrsi ne moze se
ostvariti, pa se trajektorije sistema zadrzavaju u njenoj uskoj okolini. Posljedica
toga su visokofrekventne oscilacije upravljackog signala i promjenljivih stanja, sto
moze izazvati dodatne energetske gubitke, zagrijavanje i habanje aktuatora, kao i

pobudu nepozeljnih brzih dinamika sistema.
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6.1. KR drugog reda

Upravo zbog toga i u slucaju r = 1 KR drugog reda moze biti od posebnog
interesa. Osnovna ideja tada je da se izvod upravljackog signala u(t) posmatra
kao nova, virtuelna upravljacka veli¢ina. Na taj nacin stvarni upravljacki signal
u(t) postaje kontinualan, dok se diskontinuitet pomjera na visi diferencijalni nivo
upravljackog signala. Time se zadrzavaju robusna svojstva upravljanja u KR, ali

se efekat treperenja znacajno ublazava.

U slucéaju relativnog reda r > 2, konvencionalni KR vise nije neposredno
primjenjiv, jer se upravljanje ne pojavljuje u prvom izvodu klizne promjenljive.
Tada se prirodno uvodi koncept KRVR, pri ¢emu se kretanje u KR namece ne
samo nad samom kliznom promjenljivom g(x), nego i nad njenim sukcesivnim
izvodima. Posebno je vazan slucaj r = 2, jer upravo tada upravljanje ulazi u drugi

izvod klizne promjenljive, pa se dinamika (6.4) moze zapisati u obliku
§(x) = ¢(x) + h(z) u(t). (6.8)

gdje su ¢(x) = 2@ £(2) i h(x) = 2P p(x).

Ako se pretpostavi da su funkcije ¢(x) i h(x) ogranicene tako da vazi
p(z)| <C,  Kp < h(z) < K, (6.9)
gdjesu C > 010 < K,,, < K), tada se dobija procjena
—C + Knu(t) < g(x) < C + Kyu(t), (6.10)

koja jasno razdvaja ograniceni neizvjesni dio dinamike od dijela koji se moze

oblikovati upravljanjem.

Iz prethodnog se vidi da KR drugog reda ima dvostruku ulogu. S jedne strane,
on predstavlja prirodno rjesenje za sisteme relativnog reda dva, kod kojih se
upravljanje pojavljuje tek u izrazu za §(x). S druge strane, on se moze uspjesno
primijeniti i kod sistema relativnog reda jedan, kada se zeli smanjiti treperenje
i ostvariti glatkiji upravljacki signal. Zbog toga KR drugog reda predstavlja
najvazniji prelaz izmedu konvencionalnog KR i opste teorije KR proizvoljnog viseg
reda, te ujedno prirodnu osnovu za dalje razmatranje twisting i super-twisting

algoritama.
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6. Klizni rezimi viseg reda

6.1.1. Twisting regulator

Twisting regulator opisan u ovom odjeljku je prvi predlozeni regulator za KR

drugog reda. Definisan je relacijom
u= —kisign(g(x)) — kesign(g(x)), (6.11)

gdje su k; i ko odgovarajuce konstante za koje treba da vrijedi k; > ko > 0 [13].
Sada se postavlja pitanje da li regulator definisan sa (6.11]) garantuje pojavu
KR drugog reda g(x) = g(x) = 0 u kona¢nom vremenu i za koje vrijednosti
koeficijenata ki i ko.
Uvrstavanjem u relaciju dobija se dinamicka jendacina

j(@) = ¢(x) — h(z)(kisign(g(x)) + kssign(g(x))) (6.12)

¢ije kretanje ¢e biti analizirano u nastavku primjenom teorije Ljapunova.

Posmatrajmo pozitivno definitnu funkciju Ljapunova

Vig(x),9(x)) = %92(68) +alg(x)|. (6.13)
¢iji izvod po vremenu je
V = g(2)i(z) + asign(g(@)) §(). (6.14)
Uvrstavanjem u relaciju dobija se relacija

V = g(z)(s(x) - h(@)(kisign(g) + kssign((x))) + asign(g(x))). (6.15)

Predznak i vrijednost posljednje jednacine zavisi od predznaka umnoska g(x)g(x),

tako da postoje dva slucaja koja ¢e biti analizirana.
Za g(x)g(x) > 0 vrijedi sign(g(x)) = sign(g(x)) tako da se jednacina (6.15))

moze pisati kao
V = [g(@)| (6(x)sign(g(@)) — h(@) (ki + ko) + ). (6.16)

Sto uz uslove postaje
V<—Q%@ng—o—@@@» (6.17)
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6.1. KR drugog reda

Za g(x)g(x) < 0 vrijedi sign(g(x)) = —sign(g(x)) tako da se jednacina (6.15]
moze pisati kao

V =g@)| (- ¢(x)sign(g(x)) — h(z)(k — ks) — a). (6.18)
sto uz uslove postaje

V< —(a—KM(kzl — ky) —c) §(z)] . (6.19)

Da bi uslovi (6.17)) i (6.19) bili zadovoljeni, potrebno je da vrijedi
KM(k1*k2)+C<a<Km(/€1+k:2)*C, (6.20)

odnosno

Ky (k= ko) + C < Ky (k1 + ko) — C. (6.21)

Posljednja nejednacina predstavlja uslov za odabir konstanti ki i ko twisting

regulatora (6.11) za sistem (6.1)) i (6.2) uz uslove (6.9).

Primjer 6.1

U cilju ilustracije ovog algoritma, dat je primjer sistema drugog reda ¢iji je

objekat upravljanja opisan sljede¢im jednacinama:s:
j?lZIEQ, $2:u+f(t)a

gdje je f(t) poremecaj definisana izrazom f(t) = 2+ 0.6sin(10¢). Kao pocetno
stanje pretpostavljamo z1(0) = 2 i 22(0) = —6.

Neka je klizna promjenljiva odabrana kao g(x) = 1 ¢iji prvi izvod je g(x) =
#1(t) = zo dok drugi izvod je g(x) = @2(t) = u(t) + f(¢t). Primjenom twisting
upravljanja definisanog sa , dobija se jednacina

(@) = —kisign(g(x)) — kesign(g(z)) + f (1),

koja opisuje kretanje polaznog sistema u KR drugog reda. Za dati sistem
vrijedi K,,, = Ky =11 C = 2.6, pa na osnovu ([6.21]) se moze dobiti ky > 2.6.

Za konstante k; = 10 i ko = 6, odziv sistema je dat na slici [6.1
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6. Klizni rezimi viseg reda

(c) Trajektorija sistema
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Slika 6.1. Vremenska promjena klizne promjenljive i njenih izvoda za twisting zakon
dosezanja

6.1.2. Super-twisting regulator

lako twisting regulator omogucava realizaciju KR drugog reda s kona¢nim vreme-
nom konvergencije klizne promjenljive i njenog prvog izvoda, njegova primjena je
dosta slozena. Naime, za realizaciju regulatora zahtijeva se mjerenje ili estimacija
izvoda klizne promjenljive sto u prakti¢nim sistemima moze dovesti do povec¢ane
osjetljivosti na Sum.

Kako bi se prevazisao ovaj nedostatak, razvijen je super-twisting - STA regu-
lator, koji ostvaruje KR drugog reda koristeéi iskljuc¢ivo informaciju o kliznoj
promjenljivoj. Zadrzavanjem nelinearnog ¢lana i uvodenjem dodatne integralne
komponente, STA zadrzava robusna svojstva i kona¢no vrijeme konvergencije uz
znacajno smanjenje nezeljenih oscilacija i jednostavniju prakticnu implementaciju.

Posmatrajmo sistem definisan sa i . Jednacina , uz pretpostavku
da je a%—(;”)b(w) = 1, moze biti zapisana u obliku

9(x) = p(x) + u(t), (6.22)

gdje je p(x) = 8%&”)‘(33) ograni¢ena funkcija.
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6.1. KR drugog reda

U [13], STA regulator je definisan izrazima
u(t) = —k1y\/|g(x)| sign(g(z)) + v(t), (6.23)
0(t) = —kosign(g(x)). (6.24)
Uvrstavanjem jednacine u jednacinu dobija se
9(x) = p(x) — k1/|g(z)| sign(g(x)) + v(b), (6.25)
0(t) = —kosign(g(x)). (6.26)

Ponovo, dokaz da prethodni sistem jednacina opisuje stabilno kretanja u KR
drugog reda g(x) = g(x) = 0 u konaénom vremenu provodi se primjenom teorije

Ljapunova.

U naucnom radu [I00] predloZena je funkcija Ljapunova kojom se osigurava
konvergencija svih trajektorija opisanog sistema ka nuli u kona¢nom vremenu, pod

uslovom da je p(x) ograni¢eno i pojacanja kp i ko adekvatno odabrana.

Funkcija Ljapunova je oblika

= ¢'P¢, (6.27)

gdje su g’ = [|g(x)[sign(g(x)) v(t)| iP =}

4k2+k% —k1
—ky 2 |

Vremenski izvod funkcije Ljapunova se dobija u obliku

()

@ & (0:2%)

V= >W2€TQ“

2ko + k’% -k .
1
—k1 1

gdje je @ =%

T =2kt 32 —Lha.

Primjenom ogranicenja |p(x)| < § \g(:c)]l/Q, gdje je ¢ odredena pozitivna kons-

tanta, izraz za izvod funkcije Ljapunova svodi se na

k1

B 2o+ kf — (P2 + k1) —k1+20
2|g(z)|/2 '

Q¢ Q=
¢ & —k1+29 1

V< (6.29)
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6. Klizni rezimi viseg reda

1z posljednje relacije se da zakljuciti da ako parametri regulatora k; i ko zadovo-

ljavaju uslove:
5k1 + 46

ki >25, ky> ko
Lo 27 M50k — 20)

s, (6.30)

tada vrijedi € > 0, sto implicira da je izvod funkcije Ljapunova negativan. Slijedi
da kretanje sisteam opisano jednacinama (6.25)) i (6.26) je stabilno.

Polazeéi od relacije (6.29)) moze se izvesti gornja granica vremena konvergencije

u kona¢nom vremenu. Bududi da je @ = Q" > 0, vrijedi

£TQ¢ > Muin{Q} 1113, (6.31)

gdje Amin{2} predstavlja najmanju sopstvenu vrijednost matrice £ a ||£]]3 =

1] + €3 predstavlja Euklidovu normu od vektor kolone &.

Uvrstavanjem (6.31) u (6.29)) dobija se

V < _kl )\min{ﬂ}

< S el (6:32)

U standardnoj transformaciji STA analize uzima se

¢" = [lg(@)|sign(g(z)) v(b)] (6.33)
pa vrijedi |g(x)|'/? = |€1] < ||€]|2. Otuda slijedi procjena
1
WHEH% > [|€]l2- (6.34)

Kombinovanjem ([6.32)) i (6.34)) dobija se

kl )\mln{ﬂ}

V< el o2

(6.35)

Dalje, kako je funkcija Ljapunova kvadratno ekvivalentna normi vektora &,
postoji sopstvena vrijednost Apax{P} > 0 takva da vrijedi V' < Apax{P} ||€]13

1€]l2 > */Am:{m' (6.36)

odakle slijedi procjena
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6.1. KR drugog reda

Uvrstavanjem (/6.36) u (6.35)) dobija se diferencijalna nejednacina

a 1 R Anin{Q}

Voo ) 2 AP}
koja osigurava konvergenciju u kona¢nom vremenu [100, [T0T].

Sada se uvodi transformacija W (t) £ /V(t). Za V(t) >0 vrijedi

Vg—mfv, Q

v
WV~

Integraljenjem nejednacine (6.38) dobija se

| R

W(t) < W(0) — %t.

(6.37)

(6.38)

(6.39)

Vrijeme T u kojem W(T') = 0 (tj. V(T') = 0) zadovoljava 0 < W(0) — § T odakle

slijedi gornja granica konacnog vremena konvergencije

r<2wo)= 2V = Wonad P o)

« - k?l Amin{ﬂ}

(6.40)

Prema tome, iz (6.29) slijedi da V(t) dostize nulu u kona¢nom vremenu 7'
ograni¢enom sa ((6.40]), te stoga £€(¢) — 0 u kona¢nom vremenu, Sto implicira

g(x) — 01iwv(t) — 0 u kona¢nom vremenu.

Primjer 6.2

Za ilustraciju STA koristit Ce se isti objekat kao u primjeru[6.1] uz isti poremecaj

i pocetne uslove. Klizna promjenljiva se bira kao g(x) = x1 + 9, ¢iji prvi
izvod je g(x) = @1(t) + @2(t) = z2 + u(t) + f(¢t). Primjenom STA upravljanja

definisanog sa (6.23)) i (6.24]), dobija se sistem jednacina:

9(®) = xa — k1\/|g(z)[ sign(g(x)) + v(t) + f(t), 0(t) = —kasign(g(z)),

koji opisuje kretanje sistema u KR drugog reda. Za proizvoljno odabrane
konstante k; = 8 i ks = 1, odziv sistema je dat na slici Iz prikazanih

rezultata se vidi STA obezbjeduje glatku i monotonu konvergenciju stanja

sistema ka ishodistu.
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6. Klizni rezimi viseg reda

Treperenje upravljackog signala je znacajno smanjeno u poredenju s twisting
algoritmom. Time se potvrduje da STA predstavlja prakti¢nije rjeSenje za

sisteme s ogranic¢enjima po upravljanju i zahtjevima za smanjenim treperenjem.

u (c) Trajektorija sistema

[V}

[=}

4t

(a) Stanja sistema
o

20
%15
&,
Z 10}
-
=5
> 5}
=

0F

0 1 2 3 4 5 4 3 2 1 0 1
Vrijeme [s] g

Slika 6.2. Vremenska promjena klizne promjenljive i njenih izvoda za super-twisting
zakon dosezanja

6.2. KR proizvoljnog reda

Kao sto se moze vidjeti u prethodnom odjeljku, KR drugog reda dovode klizne
promjenljive do nule u kona¢nom vremenu kada je relativni stepen promjenljive
jednak dva, ali su u stanju rijesiti isti problem pomod¢u kontinualnog upravljanja
ako je relativni stepen jednak jedan. Na ovaj nacin se pomaze uklanjanju nezeljenih

oscilacija kod kretanja sistema u KR.

KRVR rjesavaju ove probleme kod sistema proizvoljnog relativnog stepena
[13, 102]. Regulatori na bazi KRVR zahtijevaju dodatne informacije, jer je u
pravilu potrebno izracunati ili procijeniti vise uzastopnih vremenskih izvoda kliznih
promjenljivih. Ovaj zahtjev se rjeSava u okviru istog koncepta razvojem egzaktnih
robusnih diferencijatora proizvoljnog reda. Time se omogucava rjeSavanje problema
pracenja u kona¢nom vremenu i s visokom, idealnom tac¢noséu primjenom glatkog

upravljanja, pod uslovom da je poznat izlazni relativni stepen.
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6.2. KR proizvoljnog reda

6.2.1. KRVR u linearnim sistemima s jednim ulazom

Posmatrajmo kontrolabilan linearni sistem upravljanja s skalarnim upravljanjem,

¢iji je model u prostoru stanja dat sa
x(t) = Az(t) + b(u(t) + d(t)), (6.41)

gdje x(t) € R™ je raspolozivi vektor stanja, a u(t) € R je upravljanje. d(t) € R je
nepoznati ogranic¢en poremecaj koji zadovoljava uslove invarijantnosti. A i b su
konstantne matrice odgovarajuéih dimenzija. Sve promjenljive u jednacini
su funkcije vremena, ali ¢e u nastavku vremenski argumenti biti izostavljeni radi

krace notacije.

S obzirom na to da je pretpostavljeno da je sistem (6.41]) kontrolabilan, njegova

matrica kontrolabilnosti C data sa
C=[b Ab ... A" 'b] (6.42)

ima puni rang (rang {C} = n).

Zadatak upravljanja u(t) je dovesti stanje sistema (6.41)) iz bilo kojeg pocetnog
stanja u koordinatni pocetak uprkos djelovanju poremecaja d. Tehnika KR zbog

svoje robusnosti je adekvatan pristup u rjesavanju ovog problema.

Neka je klizna promjenljiva g € R definisan kao
g = cx, (6.43)

gdje je ¢ € R vektor s konstantnim koeficijentima.

Klizna promjenljiva g sistema ({6.41]) ima relativni red  u odnosu na upravljanje
ako vrijede uslovi

cAb=0 (i=0,1,...,7—2), (6.44)

cA" b £ 0. (6.45)

Prethodni uslovi znace da se upravljanje prvi put pojavljuje tek u r-tom izvodu

klizne promjenljive g Sto se moze zapisati jednacinom

9" =cA"x + cA" ' b(u +d). (6.46)
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6. Klizni rezimi viseg reda

Kod sistema s relativnim redom r > 1, uslov za kretanje sistema u KR r-tog
reda se definise s

U nau¢nom radu [I03] je pokazano da upravljanje u sistemu definisanom jed-
nacinama (6.41)) i (6.43)) koje obezbjeduje da se za konac¢no vrijeme ostvari uslov
(6.47)) mora biti prekidno barem na skupu (6.47]).

Stavige, u idealnom KR je dinamika sistema redukovana na (n — 7)-ti red [19]
sto se dobija koristenjem ekvivalentnog upravljanja koje se moze odrediti iz uslova
g™ = 0 sto daje

Uy = —(cA™ ') LeAT — d. (6.48)

Zamjenom ekvivalentnog upravljanja u jednacinu (6.41)) dobija se opis sistema
u KR r-tog reda

(t) = (1 - b(cA™'b)'cA™ ") Az = PAz = Az, (6.49)

Iz dinamike sistema u idealnom KR r-tog reda opisanom se vidi da
poremecaja d nema uticaja na kretanje sistema, sto znaci da je sistem invarijantan
na djelovanje poremecéaja koji zadovoljavaju uslove invarijantnosti. Naravno,
ekvivalentno upravljanje je nemogude fizicki ostvariti, buduéi da zahtijeva

poznavanje poremecaja.

Takode, moze se pokazati da je matrica P idempotentna matrica, Sto znaci
da ona predstavlja projektor matricu. Na osnovu osobina projektorskih matrica
[96], nalazi se da je rang {P} = n — 1. Iz ove ¢injenica slijedi da je rang {A.;} =
rang {PA} < n, sto znaci da je det {A.;} = 0 te A, predstavlja singularnu
matricu.

Ocigledno je da sopstvene vrijednosti matrice A, definiSu dinamiku posma-
tranog sistema u KR. Ukoliko je adekvatnim izborom ¢ ova dinamika stabilna,
trajektorija sistema asimptotski konvergira duz ka koordinatnom pocetku

uprkos djelovanju poremecaja koji zadovoljavaju uslove invarijantnosti.

Ovdje je vazno naglasiti da KRVR u kontinualnom vremenskom domenu mogu os-
tvariti stabilizaciju kretanja sistema za konacno vrijeme. Ovdje pod stabilizacijom
kretanja sistema u kona¢nom vremenu odgovaraju¢im upravljanjem podrazumijeva
se da vektor stanja x za bilo koje pocetno stanje x(0) dode u koordinatni pocetak

za konacno vrijeme x(t5) = 0 (t7 je vrijeme stabilizacije).
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6.2. KR proizvoljnog reda

Projektovanje klizne povrsi

Kako je upravljanje linearno, moze se posmatrati kao tradicionalna povratna
sprega po stanju. Naime, jednaéina koja opisuje dinamiku u KR se moze
zapisati kao

() = (A - b(cA™'b)'cA")z = (A - bk)=. (6.50)

gdje je k € R™™ vektor pojacanja povratne sprege po stanju v = —kx. Kako
je dinamika sistema u KR redukovanog reda, u slucaju KR r-tog reda dinamiku
odlikuje r nultih sopstvenih vrijednosti i n — r sopstvenih vrijednosti razli¢itih
od nule. Nenulte sopstvene vrijednosti A1, Ao,..., A\,_, treba izabrati da budu
stabilne i da definisu Zeljenu dinamiku sistema u KR Ovakva dinamika se moze

opisati sljede¢im karakteristicnim polinomom
() =5"(s = A)(8—=A2) ... (5 = Anyp) = 8" + B18" ...+ Burs”. (6.51)

Iz teorije je poznato da se moze naci jedinstveni vektor pojacanja povratne
sprege k u kontrolabilnom sistemu (6.50) koji ée obezbijediti Zeljenu dinamiku
(6.51). Jedan od nacina nalaZenja k je primjenom Akermanove formule

k=[0 1]C '¢(A). (6.52)

Tako odredeno k se moze iskoristiti za nalazenje nepoznatog vektora c. Na
osnovu ([6.50) se moze uspostaviti veza izmedu c i k koja je data relacijom k =
(cA™71b)"1c A", koja se moze posijle sredivanja iskazati jedna¢inom cA™ (A —
bk) = 0. Vektor ¢ koji zadovoljava ovu jednacinu obezbjediée Zeljenu dinamiku
(6.51)) sistema u KR r-tog reda. Medutim, pored ovog zahtjeva, ¢ mora da obezbjedi
i trazeni relativni red klizne promjenljive u odnosu na upravljanje sto je definisano
uslovima i . Bez umanjenja opstosti, ¢esto se uslov bira u obliku
cA"'b = 1 radi daljeg uproséavanja.

Dakle, ¢ mora da zadovolji sljedeé¢e jednacine

cA" (A —bk) =0, (6.53)
c[lb Ab ... A" ?b] =0, (6.54)
cA"T b =1. (6.55)
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6. Klizni rezimi viseg reda

Ako se jednacin ([6.55)) uvrsti u jednacinu (6.53)), prethodni sistem jednacina se

moze zapisati kao

cA" =k, (6.56)
c[lb Ab ... A"?b] =0, (6.57)
cA" b =1. (6.58)

Sistem jednacina koji se formira na osnovu ([6.56)-(6.58]) se sastoji od n + r
skalarnih jednacina sa n nepoznatih elemenata vektora c. Ovaj sistem jednacina

se moze u matri¢cnom obliku predstaviti kao
c[A" b Ab ... A" A"'b]=[k 0 1]. (6.59)

Moze se pokazati da je ovaj sistem punog ranga [104], tj. da ima n linearno
nezavisnih jednacina sa n nepoznatih, te da se do jedinstvenog resenja za vektor c

moze do¢i koristenjem matri¢ne jednacine
c=[k 0 1][A" b Ab ... A2 A" 'p], (6.60)

gdje simbol T oznacava operaciju pseudoinverzije matrice.

Izbor algoritma upravljanja

Prethodno je naglaseno da ekvivalentno upravljanje nije moguce fizicki
ostvariti, bududi da zahtijeva poznavanje poremecaja. Zbog toga je u upravljanju
umjesto poremecaja d potrebno dodati komponentu upravljanja koja ¢e osigurati
asimptotsku konvergenciju duz u koordinatni pocetak uprkos djelovanju

poremecaja.

Ako se upravljanje u sistemu (6.41]) formira kao
u=—(cA"b)teA"x + ¥(g,9,§,...97Y), (6.61)
r-ti izvod po vremenu klizne promjenljive g postaje

g(") =-—(9,9,4,-- .g(rfl)) +d. (6.62)

90



6.2. KR proizvoljnog reda

Naime, ukoliko je relativni red klizne promjenljive g jednak dimenziji sitema
r = n, dinamika sistema u KR viseg reda je nultog reda. To znac¢i da KR n-tog
reda, koji nastaje u kona¢nom vremenu, redukuje red dinamike sistema na nulu.
Drugim rijecima, KR n-tog reda nastaje za konac¢no vrijeme u koordinatnom

pocetku.

Nekoliko istrazivaca je predlozilo prekidne funkcije (g, g, 4, - . . 9" ) koje us-

postavljaju KR r-tog reda na nelinearnim sistemima sa skalarnim upravljanjem.

Levant je u nau¢nom radu [I03] predlozio skup kvazi-kontinualnih funkcija

definisanih kao:

g

= a-= 6.63
7(9) 1T (6.63)

. g+ Bilg|'*sign(y)
v g) = - ) 6.64
o:9) = FEAIRE (664

+ . + 1/2 1/2 + 2/3 .

g =l B>(1g1+ Bulg/2) "™ (4 + Balgl*sign(g)) 665

1]+ Ba(1g] + Bulg[/2)"/?

gdje su parametri «, 51, B2 > 0 izabrani dovoljno veliki. Iz jednacina (6.63)-(6.65))
se moze zakljuciti da kompleksnost ovih funkcija raste s porastom reda KR.

Jednostavnije prekidne funkcije uvedene su u nau¢nom radu [21] za ¢ije konstru-
isanje nisu potrebne komplikovane rekurzivne procedure kako bi se dobile funkcije
proizvoljnog reda. Dva tipa Ding-ovih prekidnih funkcija su definisane kao: relejne
polinomske prekidne funkcije i kvazi-kontinualne polinomske prekidne funkcije.

Relejne polinomske prekidne funkcije proizvoljnog reda r su definisane kao

7(9:4:, 9" ) = —asign([g" "+ 4 97T + 1g]),  (6.66)
dok su kvazi-kontinualne polinomske prekidne funkcije proizvoljnog reda r date sa

r—1)7r P s
7¢P%:_aM W<%~+wtj+wl
gD+ .+ g + gl

(9,9, - (6.67)

gdje je & > 0 parametar konstantne vrijednosti, dok za operator |x| vrijedi

|%]Y = | % |Vsign(x) za svako v > 0.
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6. Klizni rezimi viseg reda

Ovdje treba istaéi da je za formiranje upravljanja (6.64)-(6.67) potrebno pozna-
vanje sukcesivnih izvoda klizne promjenljive ¢, i =0,1,...,r — 1. Medutim, u
sistemima na koje djeluju poremecaji koji zadovoljavaju uslove invarijantnosti, ovi

izvodi se na osnovu ([6.44)-(6.46)) mogu dobiti kao

g =cAlw, i=0,1,...,r—1. (6.68)

Detaljni dokaz za prethodnu relaciju je dat u [104].

Primjer 6.3

Ispravnost predlozene metode projektovanja klizne povrsi u sluéaju KRVR je
provjerena na numerickom primjeru sistem petog reda [104], ¢ije matrice su

date kao

[—1.129 —2.262 221  0.465  1.663 | [ 0.4136 |

1.829 —0.743 —1.344 —3.802 —6.199 0
A=|-106 187 —1375 —2324 0181 |, b= 0.144

0.399 4.190 1.258 —1.062 0.908 0

| —2.89 5645 1.334 024  —1.45 | | —0.7601 |

Na sistem djeluju slozeni poremecaj d(t) = 2sin(4nt) + 2h(t — 3), gdje je h(t)
jedini¢na Hevisajdova odskoc¢na funkcija.

Zadatak upravljanja je da se sistem uprkos direlovanju poremecaja dovede iz
pocetnog stanja x(0) = [10 -5 0 -10 5} u koordinatni pocetak organi-
zovanjem KR drugog reda. Kako je u ovom slucaju n = 5 a r = 2, dinamika
sistema u KR je n — r = 3 reda.

Neka je zeljena dinamika sistema definisana spektrom polova p =
{0,0,—-3, -3, —3}. Koristenjem za, pojaCanja povratne sprege k se
dobija k = {4.2365 —12.9816 —3.4063 —0.8998 —2.6053}.

Ovdje treba uociti da je matrica A punog ranga, te je matrica A" (A — bk)
maksimalnog ranga n — 1 = 4. Primjenom relacije dolazi se do trazene
vrijednosti vektora ¢ = [0.052 0.2238 0.101 0.0976 0.0474].

Provjerom je potvrdeno da dobijeno ¢ zadovoljava — i da matrica
(A —b(cA™'b)"1cA") iz ima spektar sopstvenih vrijednosti p.
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6.2. KR proizvoljnog reda

Navedena izracunavanja se lahko mogu sprovesti u okviru MATLAB okruzenja

izvrsavanjem sljedeceg seta naredbi:

p=[0 0 -3 -3 -3]
k=acker (A,B,p)
c=[k 0 1]*pinv([A~"2 B A*B])

Upravljanje koje u posmatranom sistemu obezbjeduje nastanak KR drugog
reda je dato s relacijom (6.61)) i (6.64)), pri ¢emu se izvod klizne promjenljive
g dobija koristenjem (|6.68]). Za parametre regulatora izabrano je a = 8.1 i

B =1.
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0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
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= g
@ = 2t
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s 2
g 8
60 1 Q
5 80 =
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-100 , , , | i 5 | | | |
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 6.3. Signali stanja sistema, kliznih promjenljivih, linearnog i prekidnog dijela
upravljanja

Na slici su prikazani signali stanja sistema x(t), upravljacki signal u(t),
klizna promjenljiva g(¢) i njen izvod ¢(t). Vidi se da upravljanje obezbjeduje
g = g = 0, odnosno nastanak KR drugog reda za konac¢no vrijeme uprkos
djelovanju vanjskog poremecaja. Slika [6.3] pokazuje da promjenljive stanja
asimptotski konvergiraju ka koordinatnom pocetku nakon nastanka KR s

dinamikom definisanom spektrom polova p.
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6. Klizni rezimi viseg reda

Primjer 6.4

Na sljede¢em primjeru se testira slucaj kada je matrica A singularna. Kao
objekat upravljanja se posmatra serijska veza pet integratora, ¢iji model

karakteriSu matrice

01000 0
00100 0
A=10 00 10/, b=]|0
0000 1 0
0 0 0 0 0 120,

Model je u kontrolabilnoj kanonskoj formi, pri ¢emu su koeficijenti polinoma
det(sI — A) dati s a1 = ag = a3 = a4 = a5 = 0. U sluc¢aju KR drugog reda,
rang matrice A" "1(A — bk) je tada minimalan n —r = 3.

Neka kao u prethodnom primjeru, na sistem djeluje isti vanjski poremecaj i
ima istu zeljenu dinamiku u KR. Za pojacanje povratne sprege se na osnovu
dobijak=[0 0 1.35 135 0.45].

60 20
T1 ~%
4 51 &
g v T2 1 = 10t
2 T3 | =
w3 €
@ 207 Ty | =
st zs | 3 Of
2 Op £
i 3
e — 1 L
= a0} g Lo
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-40 A A A -20
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
10 r - - T v
42, © \’\,\/.\"
=F =z 0f
= dop
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£ 8
2| [
g—lo E 6l
= B4
5 2 s —
O = —9
-20 . H . -10 L ' L E
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 6.4. Signali stanja sistema, kliznih promjenljivih, linearnog i prekidnog uprav-
ljanja
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6.2. KR proizvoljnog reda

Koristenjem za c se dobija ¢ = [1.35 1.35 0.45 0.05 0].
Provjerom jednacina — obezbjeduje se da matrica (A —
b(cA""'b)"!cA") ima spektar sopstvenih vrijednosti p. Ovo pokazuje da
i kada matrica A"1(A — bk) ima najveéi moguéi deficit ranga, te formula
daje ispravno rjesenje.

I ovdje je primijenjen isti algoritam upravljanja (6.61)), (6.64) i (6.68) gdje je

a =151 81 = 1. Simulacioni rezultati prikazani na slici [6.4] potvrduju da i u
ovom slucaju dobijeni signal klizne promjenljive g i odgovarajuéi upravljacki

signal v obezbjeduju nastanak KR drugog reda s zeljenom dinamikom.

6.2.2. KRVR u linearnim sistemima s vise ulaza

U sistemima s vise ulaza, gdje veéi broj upravljackih signala povecava upravljacke
mogucnosti sistema, ideja anuliranja reda sistema je lakse primjenjiva. Medutim,
organizacija KR u dinamickim sistemima upravljanja s vise ulaza je znatno slozenija
nego u slucaju sistema s jednim ulazom. Postoje nekoliko faktora koji otezavaju
projektovanje i implementaciju ove upravljacke metodologije na takve sisteme.
Najprije, kod sistema s vise ulaza klizna promjenljiva nije skalarna veé vektorska
veli¢ina ¢iji je broj komponenata jednak broju ulaza. Svaka komponenta vektora

klizne promjenljive definise svoju kliznu povrs u prostoru stanja sistema.

Dakle, da bi nastao KR u visevarijabilnom sistemu potrebno je organizovati
klizanje duz presjeka svih individualnih kliznih povrsi, Sto je komplikovaniji zadatak.
Tada je dinamika sistema u KR redukovana za broj ulaza sistema. Takode,
definisanje kliznih povrsi koje ¢e obezbijediti zeljenu redukovanu dinamiku u
KR je kompleksnije. Neadekvatan izbor kliznih povrsi moze rezultovati sporom
konvergencijom sistema ili ¢ak njegovom nestabilnoséu.

Mozda znacajnija otezavajuéa okolnost prilikom projektovanja KR je ¢injenica
da upravljacke komponente mogu istovremeno uticati na vise koordinata stanja
a samim tim i na viSe komponenti kliznih promjenljivih. Posljedica toga je
spregnutost kliznih promjenljivih, te na primjer jedna upravljacka komponenta
koja anulira jednu kliznu promjenljivu moze destabiliSu¢e djelovati na neku drugu
kliznu promjenljivu. Rjesenje ovog problema bi bilo uspostaviti koordinisano
upravljanje, Sto uopste ne predstavlja lagan zadatak. Drugi nacin je ostvariti

rasprezanje upravljackih komponenti odgovaraju¢im transformacionim tehnikama.
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6. Klizni rezimi viseg reda

Treperenje, kao nezeljene oscilacije koje su posljedica uvodenja KR, je takode
izrazeniji kod sistema s vise ulaza. Postojanje vise upravljackih komponenti,
koje uglavnom sadrze prekidacke elemente, u veé¢oj mjeri pobuduju nemodeliranu
dinamiku sto rezultuje znacajnijim treperenjem. Iz tih razloga, prilikom upravljanja
u KR sistema s vise ulaza, po pravilu se primjenjuju upravljacki algoritmi koji u

sebi imaju mehanizme za ublazavanje treperenja.

Primjenom KRVR u sistemima s vise ulaza se moze posti¢i da se red dinamike
sistema redukuje za broj koji je veéi od broja ulaza [I03]. Ova ¢injenica je iskori-
stena u nau¢nom radu [105], gdje je u vremenski kontinualnom sistemu upravljanja
s viSe ulaza ostvaren nulti red dinamike sistema u KR pogodnim izborom vektora
upravljanja i odgovarajuceg reda KR viseg reda. Na taj nacin je obezbjedeno
konac¢no vrijeme dolaska sistema u ravnotezno stanje (koordinatni pocetak) za

tradicionalne linearne klizne povrsi, sto nije moguce posti¢i konvencionalnim KR.

Dakle, na osnovu prethodnog se moze zakljuciti da bi u zadacima upravljanja
visevarijabilnih sistema primjenom KR veoma znacajno bilo ostvariti rasprezanje
upravljackih komponenti i moguénost proizvoljnog izbora reda dinamike sistema u

KR. Zato ¢e upravo rjesavanje ovih zahtjeva biti predstavljeno u daljem tekstu.

U ovom dijelu ¢e biti pokazano na koji nacin se projektuje vektor upravljanja
primjenom tehnike KR viseg reda koji za kona¢no vrijeme anulira red sistema i na

taj nacin obezbjeduje stabilizaciju sistema u kona¢nom vremenu.

Posmatra se LTI sistem upravljanja opisan u prostoru stanja
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Dd(t), (6.69)

gdje je x(t) € R™ vektor stanja, u(t) € R™ je vektor upravljanja, a d(t) € R je
vektor nepoznatog ograni¢enog poremecaja (|d;| < A; € Ri=1,...,1). Matrice
A, B i D su konstantne i imaju odgovarajuce dimenzije. Matrica B treba biti
punog ranga (rang { B} = m). Takode, treba pretpostaviti da su zadovoljeni uslovi
invarijantnosti (rang {[ B D |} = rang {B}), tako da je sistem u idealnom KR

invarijantan na poremecaj d $to se moze zapisati kao D = BD,.

Sve promjenljive u jednacini sistema su funkcije vremena, ali zbog jed-

nostavnosti notacije argument promjenljivih se nadalje izostavlja.

Za kontrolabilan sistem , matrica kontrolabilnosti
C=[B AB ... A" 'B], (rang{C}=n). (6.70)
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6.2. KR proizvoljnog reda

U opstem slucaju red sistema nije jednak cjelobrojnom umnosku broju ulaza.
Tada se n moze napisati kao n = p + gm (p,q € N) gdje vrijedi p < m. Da
bi se anulirao red sistema u KR r—tog reda, potrebno je da vazi n = rm. To
znaci da je u posmatranom opstem slucaju potrebno prosiriti sistem do dimenzije
ne = (¢ + 1)m = rm, formiranjem dodatnih m — p stanja. U nauénim radovima se

moze naéi nekoliko nacina kako da se rijesi ovaj problem [106].

Ovdje ¢e biti prezentiran pristup koji se bazira na realnom prosirenju sistema.
Naime, potreban red sistema n. se moze dobiti uvodenjem m — p integratora na
nekim ulaznim kanalima. To znaci da je potrebno m — p integratora po ulaznom
signalu. Ovakav pristup dijeli nekoliko korisnih osobina. Najprije, kontrolabilnost
sistema ne zavisi od izbora stanja i nova stanja su lahko dostupna za mjerenje.
Medutim, najznacajnija korist je da m — p signala regulatora za KR viseg reda, koji
obi¢no imaju visokofrekventnu diskretnu komponentu, sada se filtriraju prolaskom
kroz integratore, ¢ime se redukuje treperenje. Takode, relativni red sistema
se povecCava Sto pogoduje primjeni KR viseg reda. S druge strane, moze dodi
do narusavanja uslova invarijantnosti poremecaja sistema , sto predstavlja

negativan efekat.

Neka su integratori postavljeni na prvih m — p ulaza sistema. Tada se novi
vektor upravljanja v, kao i inicijalni vektor upravljanja 4 mogu dekomponovati

kao

v = lva] , u = lua] , Vg, Uq € R™7P, vy, up, € RP, (6.71)
wp

pri ¢emu vrijedi

Uy = Vg, Up = Vp. (6.72)

Shodno tome i matrica B moze se podijeliti kao B = [Ba Bb} , B, € Rx(m=p),

By, € R"™P. Ako se progireni vektor stanja formira kao x.] = {wT uﬂ, model

prosirenog sistema postaje
.= A.x. + B.v+ D.d, (6.73)

gdje se matrice novog sistema nalaze kao

A, = [A B“] ., B, = [0 B”] . D,= lD] . (6.74)
0 0 I 0 0
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6. Klizni rezimi viseg reda

Uslov invarijantnosti poremecaja za proSireni sistem moze se napisati kao
rang {[ B, D.]} = rang{B.} ¢ije vaZenje u opstem slu¢aju ne garantuje inici-

jalna pretpostavka rang {[ B D |} = rang {B}.

U velikom broju slucajeva je moguce ocuvati svojstvo invarijantnosti inicijalnog
sistema ukoliko se izbjegava postavljanje integratora na ulaznim kanalima
gdje djeluju poremecaji. Preuredenjem vektora stanja se u tom slucaju moze
nac¢i model u kome vazi uslov invarijantnosti poremeéaja. Cak i ako su
naruseni uslovi invarijantnosti zbog integratora na ulaznim kanalima gdje djeluju

poremecaji, integratori eliminisu konstantne i sporo promjenljive poremecaje.

Vektor upravljanja s m komponenti uslovljava postojanje m kliznih promjenljivih.

Vektor g = [g1 g2 ... gm]' je tada

g=C.x., C.cR™" ¢, e R (1=1,...,m). (6.75)

Klizne promjenljive moraju biti linearno nezavisne, $to zahtijeva
rang {C.} = m. Relativni red kliznog vektora g treba biti r da bi se obrazovao

KR r-tog reda opisan jednac¢inom

g=g=...=g""V=0. (6.76)

Zadatak upravljanja je organizovati KR r-tog reda u sistemu ([6.73)) u kona¢nom
vremenu. Za to je potrebno naéi odgovaraju¢u matricu C, i vektor prekidnog

upravljanja v koji obezbjeduju zeljeno ponasanje.

Da bi se ostvario KR r-tog reda na potprostoru , sto anulira red dinamike
u KR i daje dosezanje koordinatnog pocetaka za konacno vrijeme, vektor klizanja
mora biti relativnog reda r u odnosu na upravljanje v. Znacajno bi bilo
ostvariti decentralizvano upravljanje u smislu da svaki upravljacki signal utice
samo na jednu promjenljivu klizanja. Ovi zahtjevi se mogu ispuniti adekvatnim
izborom matrice C. Slicno jednacinama i , pokazuje se da se trazeni

relativni red i raspregnuto upravljanje ostvaruje ukoliko C. zadovoljava uslove:
C.A'B.=0(i=0,1,...,7—2), (6.77)
C. A 'B. =1 (6.78)

98



6.2. KR proizvoljnog reda

Prethodni uslovi se mogu napisati u matri¢noj formi
C.H=o I, (6.79)

gdje je H = [Be A.B. ... Aglee} kvadratna matrica.

Koristenjem ((6.74), matrica H se moze zapisati u dijagonalnoj formi

0 M
H:lI 0], (6.80)

gdje je M n-dimenzionalna kvadratna matrica oblika

M=|B, B, AB, AB, A’B, ... A’B, A'B).  (681)

Iz (6.80)), inverzna matrica H~! se moZe naéi kao
B o I
H' = : (6.82)

ukoliko je rang {M} = n.

Sredivanjem kolona u M, uslov za ranga M postaje
rang{(B AB A’B ... A"2B A'B)}=n (6.83)

tako da se C, odreduje iz jednacine

C.=[o 1| 0_ n (6.84)
M1 o

Ovdje je vazno naglasiti da vektor kliznih promjeljivih g definisan sa (6.75) ne

zavisi od izlaza ubacenih integratora [107].

Kako je m < n, gornji matri¢ni proizvod se sredivanjem moze svesti na izraz

koji odreduje matricu C, u formi
c.=[c o, (6.85)
gdje matrica C predstavlja donjih m vrsta matrice M L.
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6. Klizni rezimi viseg reda

Uz uslove (6.77) i (6.78)), uzastopni izvodi po vremenu kliznih promjenljivih g;
definisanih sa (6.75]) se dobijaju na osnovu (6.73)) kao

, , i-! .
gl(J) = Cez‘AéZDe + Z CejA‘éilikDed(k) (.7 - 07 ]-7 cees T 1)7 (686)
k=0
r—1
gz(r) = CeiAgwe +v; + Z CejAzilijDed(j)' (687)
7=0

(r)

i
nom u (6.87)). Poredenjem (/6.87)) sa slucajem sistema sa skalarnim upravljanjem
(6.61)) i (6.62), upravljanje v; u treba dati

Ocigledno je da se komponente upravljanja v; pojavljuju tek u izrazu g; ’ izvede-

r—1
9”7 = =g ir- -9 V) + Y e AL DAY (1 =1,2,...,m),  (6.88)
j=0

gdje vi(gi, i, - - - ,ggr_l)) su prekidne funkcije koje ostvaruju KR r-tog reda u

odnosu na g;. Neke od ovih funkcija su definisane izrazima (6.63)) - (6.67)).

Izjednacavanjem desnih strana izraza (6.87)) i (6.88]), komponente upravljanja v;

se mogu izvesti kao
vi = —ciAlwe = (g0 6590 ) (1=1,2,..,m), (6.89)

odnosno u formi vektora

Y1 (glvglv o ggr_l))
(T—l))

Y2(92, 92, - - - 93

v=-C.Alx. — (6.90)

. -1
You (Grss G- g )
Dolazak stanja sistema iz bilo kojeg pocetnog stanja u koordinatni pocetak

u konacnom vremenu uprkos djelovanju poremecaja je garantovan prekidnim

funkcijama. Duzina tog vremena nepredvidiva je kod viSevarijabilnih sistema.

Treba primijetiti da upravljanje zahtijeva izvode kliznih promjenljivih do
(r — 1)-og reda, Sto moze zahtijevati primjenu diferencijatora. U tom slucaju se

moze ocekivati pojacanje treperenja Sto je u svakom slucaju nezeljeni efekat.
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6.2. KR proizvoljnog reda

Ukoliko vrijedi uslov invarijantnosti rang {[ B, D. |} = rang {B.} u prosire-
nom sistemu (6.73)), izvodi promjenljivih klizanja (6.86|) tada postaju

0 =ciAlz (j=0,1,...,r = 1), (6.91)

Ovdje je vazno istaknuti da se izvodi kliznih promjenljivih potrebni za upravljanje
mogu izrac¢unati koristenjem izraza (6.91)) uz poznavanje samo vektora stanja,

tako da primjena diferencijatora nije potrebna.

Projektovanje klizne povrsi [108]

Kod sistema za koji vrijedi D = B, r-ti izvod klizne promjenljive g = Cx
(C € R™*™) se dobija kao
r—1

g(T) —CA"x + Z CAT—I—J'B(U(J') + d(j))_ (6.92)
j=0

Na osnovu (6.92)), klizna promjenljiva g ¢e imati trazeni relativni red ukoliko
vazi sljedeéi uslov
C-[B AB ... AB|=o, (6.93)

CA™'B #0. (6.94)

Korsitedi jednacine (6.93)) i , r-ti izvod klizne promjenljive definisan sa

(6.92) postaje
g =CA"x + CA"'B(u +d). (6.95)

Dinamika sistema u KR r-tog reda je redukovanog reda koji je jednak n — mr.
Ekvivalentno upravljanje u., polaznog sistema se odreduje iz jednacine na
osnovu uslova

g =0, (6.96)

U=Ueq

te se dobija
Uy = —(CA"'B) 'CA"x — d. (6.97)

Kako je poremecaj d nepoznat, ekvivalentno upravljanje (6.97) se u praksi
ne moze ostvariti bez ta¢nog poznavanja poremecaja d. Umjesto poremecaja,

potrebno je koristiti prekidne funkcije koje ostvaruju KR r-tog reda u odnosu na

g; kako je to dato u .
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6. Klizni rezimi viseg reda

Smjenom ekvivalentnog upravljanja (6.97)) u jednacinu sistema dobija se

opis kretanja sistema u KR r-tog reda
2= (A-B(CA'B)'CA")x, (6.98)

Iz jednacine (|6.98]) slijedi da se ekvivalentno upravljanje (6.97)) moze sagledati
kao tradicionalna povratna sprega po stanju, te se jednacina (6.98)), koja opisuje

dinamiku sistema u KR viseg reda, moze napisati kao
&= (A - BK)m = A (6.99)

gdje K = (CAT_IB)_lC’AT (K € R™*"™) je matrica pojacanja povratne sprege
po stanju koja definiSe upravljanje u = — K.

Iz definicije matrice pojacanja K vidi se da postoji odredena korelacija s ma-
tricom klizne povrsi C. Dakle, nalazenje matrice C, koja obezbjeduje Zeljenu
dinamiku u KR viSeg reda je ekvivalentno odredivanju matrice K povratne sprege
po stanju koja obezbjeduje zZeljenu lokaciju polova spregnutog sistema. Moze se
pokazati da matrica A, ¢e imati mr nultih sopstvenih vrijednosti za KR r-tog
reda sto dokazuje da je moguénost redukovanja reda dinamike kod KRVR veca
u odnosnu na konvencionalne KR. Ovo znaci da ¢ée se pojaviti slucaj da je red
visestrukosti polova spregnutog sistema veéi od broja ulaza u sistem, Sto predstavlja
problem u koristenju nekih standardnih metoda projektovanja povratne sprege po
stanju kod visevarijabilnih sistema. Slijedi da odabri koeficijenata matrice C' nije

jednostavan niti jednoznacan.

Projektovanje klizne povrsi podrazumijeva odredivanje matrice C koja dozvoljava

nastanak KR viseg reda i ostvaruje zeljenu dinamiku sistema.

Uslov ostvarenja zeljene dinamike kretanja sistema je definisan jednac¢inom
(C’AT_IB)ACAT = K, pod uslovom da je poznata matrica K koja osigurava

zeljenu dinamiku sistema s povratnom spregom po stanju.

Dobijeni uslov se moze napisati u obliku
CA"'(A-BK) =0. (6.100)

Takode, matrica C' treba ispuniti neophodne uslove relativnog reda date sa ((6.93))
i (6.94). Uslov (6.94) se bez gubitka opstosti moze usvojiti kao CA" !B = I,,,

gdje je I, jedini¢na matrica.
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6.2. KR proizvoljnog reda

Sve jednacine koje mora da zadovolji matrica C mogu se zapisati u matri¢noj
formi

CL =T, (6.101)

gdje su:
L= [Aril(A_BK) B AB ... A" ’B 147"*13}7 LeRnX(nJrrm),
P=[001] Termirm

Dakle, matricu C' treba naéi kao rjesenje jednacine , koja se sastoji od
m sistema jednacina, pri ¢emu svaki sistem ¢ine n + rm jednacina s n nepoznatih,
koje su elementi vrsta matrice C. Svaki sistem ¢e imati rjeSenje ukoliko je broj
linearno nezavisnih jednac¢ina manji ili jednak broju nepoznatih, sto je u ovom

slucaju n.
Razmatrajuéi (6.101)), bar jedno rjesenje za matricu C' postoji ako je zadovoljena
jednacina

rang{ [i] } =rang{L}. (6.102)

Ukoliko vrijedi rang { L} = n, rjeSenje jednacine (6.101)) za matricu C' je jedins-

tveno.

U cilju sagledavanja moguénosti postojanja rjesenja jednacine potrebno
je inicijalno procijeniti broj linearno nezavisnih jednacina. Zato ¢e se nezavisno ana-
lizirati jednacine koje matrica C mora da zadovolji. Kada je rang {A} = n, onda
je rang {Arfl(A - BK)} = rang {A“lAeq} =n —rm, posto je rang {A.,} =
n — rm. Ovo ukazuje da ima n — m linearno nezavisnih jednacina.

Jednacina doprinosi jos dodatnih m linearno nezavisnih jednacina. Na
osnovu ovoga je lahko zakljuciti da linearno nezavisne jednacine iz ((6.93]) u odnosu
na cjelokupni sistem ¢ine da broj ukupnih linearno nezavisnih jednacina prevazilazi
n. To znaci da u opstem slucaju treba ocekivati da ¢e pridruzivanje matrice T’

matrici L u (6.102]) povecati rang prosirene matrice sto daje

i

i sistem u opstem slucaju nema rjeSenje.

} > rang {L} = n. (6.103)
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6. Klizni rezimi viseg reda

Medutim, potrebno je ispitati da li postoji specifican sluc¢aj kada sistem jednacina
ipak ima rjeSenje. Jedan nacin odredivanja matrice C' ¢e biti prikazan u nastavku.
Za potrebe metode koriste se indeksi kontrolabilnosti, koje je u teoriju upravljanja
uveo Kroneker [I09] a dalje elaborirao Kalman [I10]. Ukoliko je polazni sistem
kontrolabilan, matrica kontrolabilnosti posjeduje n linearno nezavisnih
kolona, koje se mogu izdvojiti u kvadratnu matricu C, koja se naziva redukovana

matrica kontrolabilnosti. Ova matrica se formira u obliku
C,=[by Aby --- A" by .- by, Ab,, - A Mb,], (6.104)

gdje je b; (i =1,...,m) i-ta kolona matrice B.

U matrici (6.104), cjelobrojne vrijednosti r; (¢ = 1,...,m) predstavljaju indekse
kontrolabilnosti, pri ¢emu se svaki indeks r; odnosi na i-tu kolonu matrice B i

m
odreduje iz (6.104). U [I11], pokazano je da vrijedi > =mn.

=1
Neka se posmatra slucaj kada su u polaznom sistemu indeksi kontrolabilnosti

medusobno jednaki i jednaki redu Zeljenog KR viseg reda sto je opisano jednacinom

T=T1=T9=...=Tp. (6.105)

m m
Kako je > r; = n, iz (6.105)) slijedi > r; = mr = n. Sada, uslov (6.105) se
i=1 i=1

moze razloziti na dva zahtjeva
ri=n/m@GE=1,...,m), mr =n. (6.106)

Red sistema n treba biti djeljiv brojem ulaza m. Takode, posto ima mr nultih
sopstvenih vrijednosti matrice A.; za KR r-tog reda, u ovom slucaju svih n
sopstvenih vrijednosti matrice A., moraju biti jednai nuli. Redukovana matrica
kontrolabilnosti C, u sluc¢aju postaje

C,=[B AB ... A" 'B], (6.107)

koja ima puni rang (rang {C,} = n).

Koriste¢i matricu (6.107]), bez umanjenja opstosti uslovi (6.93)) i (6.94) se mogu

zapisati kao matricna jednacina
ce,=o 1, (6.108)
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6.2. KR proizvoljnog reda

odakle se zbog osobina redukovane matrice kontrolabilnosti C, moze zapisati
c=lo 1)c. (6.109)

Ovaj rezultat pokazuje da se matrica C' se moze naéi iz matri¢ne jednacine
koja ima jedinstveno rjesnje koje istovremeno zadovoljava zeljenu dinamiku
sistema u KR viseg reda i neophodan relativni red.

Posmatrajuéi jednac¢inu (6.108) vrijedi CA" !B = I,, tako da se matrica K

moze izrac¢unati kao

K=(CA'B) 'cA"=CA". (6.110)

Primjer 6.5

Kao sto je pokazano prethodnom analizom, da bi se u linearnom sistemu s vise
ulaza organizovao KR viseg reda duz odgovarajuce klizne povrsi potrebno je
da objekat upravljanja zadovoljava strukturalne zahtjeve (6.106)). Kao primjer

bi¢e razmatran proizvoljni dinamicki sistem Sestog reda opisan matricama

(1 -1 0 —-05 4 7] (1 0]

2 -2 0 -1 8 14 2 -2
4_ |1 3 5 05 1 -3 . B 3 1
—2 -3 —4 05 3 -2 4 4
4 3 -1 2 -3 5 -1 1

05 1 3 5 —6 7 '3 5|

Sistem je potpuno kontrolabilan, matrica A je nestabilna i singularna, te vrijedi
rang(B) = m = 2. Iz redukovane matrice kontrolabilnosti se mogu
odrediti indeksi kontrolabilnosti kao 71 = ro = 3, te u slucaju KR treceg reda
(r = 3) uslov je zadovoljen. To znac¢i da se moze naéi klizna povrs
koja obezbjeduje trazeni relativni red r = 3 i odgovaraju¢u dinamiku sistema.
Kako je n — rm = 0, sve sopstvene vrijednosti spregnutog sistema trebaju biti
jednake nuli. Matrica klizne povrsi C' se moze nadéi koristenjem kao

0.0148 —0.0061 0.0015 —0.0023 —0.0030 —0.0003
—0.0074 0.0033 —0.0001 0.0020  0.0038 —0.0010]
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6. Klizni rezimi viseg reda

Lahko se moze verifikovati da ovako dobijeno C' zadovoljava jednacinu ((6.101)).

Upravljanje koje uspostavlja KR treceg reda za dati sistem je realizovano kao

, gdje su funkcije (g, g, §) (i = 1,2) date sa (6.65)). Odabrani parametri
suail =35, f1,1 =035, f21 =065 a12=38,f12=11p22=2.

U ispitivanju performansi projektovanog regulatora, posmat_:rrac’e se kretanje
sistema iz pocdetnog stanja x(0) = [1 5 =2 —6 3 O] pri djelovanju
T

vektora vanjskog poremecaja d(t) = |2sin4nt 2h(t — 1)}
6 . . . . . 8
.OJ 6
=
kS 8
g R
-
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8 2
& z |
- 3 g ol
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Xy >
6 5 | T2
6
8 4
o o5 1 15 2 25 3 o o5 1 15 2 25 3
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(b) Linearno upravljanje
(d) Klizne promjenljive
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1 1 1 1 1 0.4 1 1 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Vrijeme [s] Vrijeme [s]

-15

Slika 6.5. Signali stanja sistema, kliznih promjenljivih, linearnog i prekidnog uprav-
ljanja

Na slici [6.5] su prikazani signali stanja sistema, komponenti vektora upravljanja,

te vektora klizne promjenljive i njegovi prvi i drugi izvodi po vremenu. O¢i-

gledno je da svi ovi signali postaju jednaki nuli za kona¢no vrijeme, Sto ukazuje

da nastaje KR treceg reda za konacno vrijeme duz povrsi g =g = g = 0.
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6.2. KR proizvoljnog reda

Kako primijenjeno upravljanje obezbjeduje sve nulte sopstvene vrijednosti
sistema u KR viseg reda, ostvarena je konvergencija promjenljivih stanja u
koordinatni pocetak za konacno vrijeme. Ovakvo upravljanje redukuje red

dinamike u KR na nulu, zbog ¢ega se naziva i upravljanje u konacnom vremenu.

Projektovanje klizne povrsi primjenom dekompozicije visevarijabilnog

sistema na viSe sistema s jednim ulazom [27]

Moguénost redukcije reda dinamike u KR viseg reda je ve¢a u odnosu na kovenci-
onalni KR. Pokazano je da kod KR r-tog reda, matrica A, ¢e imati mr nultih
sopstvenih vrijednosti. To znaci da se moze pojaviti slucaj da je red visestrukosti
polova spregnutog sistema veéi od broja ulaza u sistem, sto predstavlja problem
u koristenju nekih standardnih metoda projektovanja povratne sprege po stanju
visevarijabilnih sistema.

Efikasna metoda projektovanja povratne sprege po stanju koja rjesava problem
visestrukosti polova je predlozena u [27]. Takode, predloZeni metod daje moguénost
primjene algoritama razvijenih za sisteme sa skalarnim upravljanjem u viseva-
rijabilnim sistemima. Bez umanjenja opstosti, metoda ¢e biti prezentovana za
kontrolabilan sistem bez poremecéaja (D = 0). U [105] je pokazano da isti
pristup moze biti uspjesno primijenjen i na visevarijabilne sisteme uz prisustvo
poremecaja koji zadovoljavaju uslove invarijantnosti.

Metoda se zasniva na dekompoziciji sistema koristec¢i indekse kontolabilnosti.
Matrica kontrolabilnosti C definisana ima n linearno nezavisnih kolona koje
se mogu izdvojiti tako da formiraju kvadratnu redukovanu matricu kontolabilnosti
. Iz te matrice moze se izracunati vektor indeksa kontrolabilnosti oznacen
kao r =[ry ro ... 7], koji su definisani u prethodnom odjeljku.

Za potrebe izvodenja metoda, potrebno je definisati vektor pomocénih izlaza y;

(i=1,2,...,m) sistema kao
y=Cru, C e R™". (6.111)

gdje je ¢; € RM™ i-ti vektor red matrice C.

Kada su odredeni indeksi kontrolabilnosti, matrica C' se odreduju iz uslova tako
da elementi y ¢ine skup pomoénih izlaza odredenih relativnim redovima. Tacnije,

relativni red svakog y; treba da bude jednak r; [I12].
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6. Klizni rezimi viseg reda

Prema i(6.111)), r;-ti izvod y; je

'I’ifl
yi(rz') — A"z + ZciAri_l_jBu(j)- (6.112)
j=0

Pomoc¢ni izlazi y; imaju relativne redove jednake r; ako vrijedi
A" B=0 (j=1,2,...,r;—1), (6.113)
odnosno ekvivalentno

c¢i[B AB ... A" ?B]=0. (6.114)

Kada se prethodni uslovi uvrste u (6.111)), izvodi pomoénih izlaza postaju
y9 = Az (j=0,1,...,r—1), (6.115)
g = ;AT + ¢; A" ' B (6.116)

Na ovaj nacin, sistem se razlaze na m podsistema S;. Prema [113], to je
moguce ako i samo ako det {W'} # 0, gdje je matrica W definisana kao

w1 A" 'B
wo CQATQ_lB

w=| "|= ' . (6.117)
Wy, cn A" 'B

Prethodno razvezivanje je trougaono [114] ako je ispunjen uslov
wi=cA" 'B=[01w] (i=1,...,m), (6.118)

pri Cemu je w = [Wjit1 Wiit2 --- Wim ], wij ER (1=1,2,...,m,i<j<m).

Uvrstavanjem ((6.118)) u (6.117]), matrica W postaje gornja trougaona matrica s

jedinicama na dijagonali pa je det {W} =11 W je punog ranga.

Jednacine (6.114)) i (6.118)) ¢ine skup mr; linearnih jednacina s n nepoznatih
elemenata u redovima ¢;. Ovakvih skupova postoji m. Svaki skup ima rjesenje

ako je broj linearno nezavisnih jednacina manji ili jednak n.
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6.2. KR proizvoljnog reda

Koristedi vektor indeksa kontolabilnosti r, moze se pokazati da je broj linearno
m—1
nezavisnih jednacina u (6.114) jednak n; = 3 r;. Preostalih (n — n;) jednacina

J=1
se mogu uzeti iz (6.118)). Medutim, samo prvih 7 jednacina su linearno nezavisne,

dok ostale ne moraju biti.

Stoga se vektor vrsta w ne moze proizvoljno pretpostaviti za svaki podsistem,
tako da se jednacine (6.118]) mogu krace zapisati u obliku

ci[A" oy AT Tby Lo ATl = [0y 1] (6.119)

Sada, uslovi (6.114]) i (6.118)) mogu se prepisati kao
¢i = [Oimmri_1) Oixany 1€ (i=1,2,...,m), (6.120)

gdje znak T oznacava operaciju desne pseudoinverzije, a matrica C; je definisana

kao
Ci;=[B AB ... A" *B A""'B,], (6.121)

pri ¢emu je B; fragment matrice B definisan kao B; = [b; by ... b;].
Prethodna analiza je pokazala da se iz jednacine moze odrediti matrica
C koja definise pomoc¢ne izlaze definisane sa kod kojih relativni red svakog
y; je jednak indeksu kontrolabilnosti ;. Ostaje da se vidi kako obezbijediti kretanje
zatvorenog sistema s dinamikom zeljenog reda koji moze biti manji ili jednak redu

sistema n.

Zeljena dinamika sistema se opisuje Zeljenim spektrom polova iz skupa S. Skup
S treba podijeliti u m podskupova S;, pri ¢emu se kompleksni polovi mogu
pojavljivati samo u parovima.

Ocigledno, broj polova N; u podskupu S; mora da zadovolji uslove
0<N;<r; (i=1,2,...,m). (6.122)

Za svaki podskup 5; mogu se definisati diferencijalne jednacine reda Nj; ¢ije su

karakteristi¢ne vrijednosti date u skupu S; kao:
N, Al j—1
y M A ey = Ry) =0 (i=1,2,...,m), (6.123)
j=1

gdje su «; ; € R odgovarajuci koeficijenti.
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6. Klizni rezimi viseg reda

Posto (6.123]) definise zeljenu dinamiku kretanja sistema u KR viSeg reda, klizne

promjenljive g;(x) se uzimaju kao

Red jednacine (6.116)) je r;, dok je red jednacine jednak N;. Stoga je
red KR ¢; = r; — N;. To znaci da treba naéi upravljacki vektor u koji obezbjeduje
da svaki izvod g; do ¢;-tog reda bude jednak nuli duz klizne povrsi g;(x) = 0
(i=1,2,...,m).

¢i-ti izvod klizne promjenljive g;(x) definisan je sa

(ai) (a:)

=y 3 a0 Y. (6.125)
j=1

(9:@)) " = (Pi(w)

Uvrstavanjem izvoda y; datih u (6.115)) i (6.116) u (6.125]), dobija se

N;

(a:) .
(gz(az)> " c;A"x + Z a; ;A" + wiu, (6.126)
j=1
ili krace (@)
<gz(a:)) - c; AT P(A)x + wiu = m;x + w;u. (6.127)

Jednacine i predstavljaju ekvivalentnu dinamiku sistema u pros-
toru {gi, gi, - - -, gz-(qi_l)}. Vektor vrsta my; definiSe ¢; polova u nuli i V; Hurvicovih
polova. To je analog Akermanove formule za MI LTI sistem.

Ako se pretpostavi da postoji upravljanje v;(vi) gdje vi(gi, gi, - - - ,gZ(Qi_l)) su
prekidne funkcije definisane sa - ) koje garantuje pojavu KR reda ¢; u

kona¢nom vremenu 7;, onda vrijedi uslov

(gi(m))(qi) = vi(7i)- (6.128)

Ove jednacine predstavljaju sistem opisan s m autonomnih, razvezanih, neline-

arnih diferencijalnih jednacina, svaka reda ¢;. Ukupan red sistema je

m m
> ai=)Y (ri—Nj)=n—N, (6.129)
=1 =1

m
gdje N = Y N; predstavlja broj polova koji definisu rezultuju¢u dinamiku KR.
i=1
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6.2. KR proizvoljnog reda

Kombinujuéi jendacine (6.127]) i (6.128)), dobija se
m;x + w;u = v;(y;) (t=1,2,...,m). (6.130)

Neka su m; i v;(;) redovi matrice M i vektora v, respektivno. Tada se

posljednja jednacina moze predstaviti u matri¢noj formi kao
Mx +Wu = v, (6.131)

koja ima jedinstveno rjesenje za upravljacki vektor w, buduéi da je kvadratna

matrica W invertibilna. Upravljacki vektor 4 moze se dobiti kao
u=-W ' Mz - W lv (6.132)

U posljednjoj jednadini matrica povratne sprege stanja K = WM odreduje
dinamiku zatvorene petlje. Ako se Zeli dodijeliti IV Zeljenih polova sistema zatvorene
petlje, tada se matrica K moze izra¢unati koristenjem relacija w; = ¢;A" ' B
im; = ¢;AYP;(A), gdje ¢; predstavlja red stabilne prekidne funkcije i
zadovoljava . Izbor g; nije jedinstven, pa su zanimljiva tri slucaja izbora N

zeljenih polova:

e Slucaj N = 0 nastupa za ¢; = r; pri ¢emu ¢e klizne promjenljive biti
jednake pomoénim izlazima g¢;(x) = y; = ¢;&. Redovi matrice M postaju
m; = ¢; A", a matrica (A— BK) je nilpotentna matrica s indeksom max(r;).
Komponente v; su prekidne funkcije reda ¢;, pri ¢emu je f) q; = n. Rezultu-
juéa dinamika KR ima nulti red, ostvareno kretanje Sistenilzlje kretanje u KR
viseg reda i poznato je kao upravljanje u kona¢nom vremenu (eng. Finite-
Time Control). U [105] pokazano je da i uz prisustvo poremeéaja pomoéni
izlazi konvergiraju ka ravnoteznom stanju. Posto se koriste prekidne funkcije,

projektovani regulator je slozen, ali je robustnost veoma zadovoljavajuca.

e Slucaj 0 < N < n predstavlja najopstiji slucaj i moze se posmatrati kao
kombinovano projektovanje regulatora, gdje se klizni red i dinamika za svaki
podsistem mogu proizvoljno birati. Rezultujué¢a dinamika zatvorene petlje
je smanjenog reda u odnosu na red sistema n. Neka je zadana dinamika KR
s N < n svojstvenih vrijednosti. Svaki podsistem moze imati N; zeljenih
polova tako da in:l N; = N. Izbor N; moze biti proizvoljan i nije jedinstven.

i=
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6. Klizni rezimi viseg reda

Ako je N; nekog podsistema manji od njegovog relativnog reda r;, tada se
moraju primijeniti prekidne funkcije reda g; = r; — IV;. Ovo moze biti kriti¢no
kada je red stabilne prekidne funkcije manji od relativnog reda posmatranog
podsistema. U tom slucaju redovi matrice M postaju m; = ¢;A?P;(A), a
sistem zatvorene petlje ima N Zeljenih polova i n — N polova u nuli. Prednost
ovog pristupa je upotreba prekidnih funkcija nizeg reda koje ¢e osigurati
zadovoljavajuéu robusnost sistema. Ostvareno kretanje sistema u KR nece
imati konac¢no vrijeme konvergencije, ali ¢e biti dosta brze od asimtotske

konvergencije s linearnim upravljanjem.

Slucaj N = n odgovara metodu konvencionalnog podesavanja polova (eng.
Pole Placement) kod visevarijabilnih sistema. U ovom slucaju vrijedi da
je ¢; = 0 tako da upravljanje sistema nema prekidnih funkcija. Klizna
promjenljiva je polinom N;-tog reda g;(x) = P;(y;) gdje je gl: N; = n. Redovi
matrice M postaju m; = ¢; P;(A), a svojstvene Vrijednostizﬁllatrice (A-BK)
su jednake zeljenim polovima koji mogu imati proizvoljnu visestrukost. S
obzirom na to da ovaj pristup nema prekidne funkcije, robusnost sistema

nece biti ostvarena.

Primjer 6.6

Prethodni postupak projektovanja upravljanja ilustrovan je u ovom primjeru

kroz simulacije upravljanja objektom koji predstavlja linearizirani model aviona

definisan matricama:

[0 0 1.132 0 -1 ] 0 0 0

0 —0.054 —0.171 0 0.0705 -0.12 1 0
A= |0 0 0 1 0 ,B=| 0 0 0

0 0.0485 0 —0.856 —1.013 4419 0 —1.66

0 —0.291 0 1.0532 —0.686] | 1.575 0 —0.073]

Sistem je upravljiv, a polovi otvorene petlje su {0, —0.78 & j1.0296, —0.0176 +

§0.1826}. Za pocetni vektor stanja usvojen je g = [10 —5 0 —10 57, te

se zeli regulisati stanje sistema na nulu.

Uticaj poremecaja na sistem je takode razmatran, pa je definisan kao
T
d(t) = [0.5 cos(4rt)h(t — 3) sin(Zt) h(t—6) —15h(t—4.5)| , gdie je h(t)
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6.2. KR proizvoljnog reda

Hevisajdova odskoc¢na funkcija. Poremecaj ima slozenu strukturu i sastoji se
od harmonijskih oscilacija niskih i visih frekvencija, kao i konstantnog dijela.
Na ovom primjeru bi¢e prikazana sva tri predlozena projektovanja upravlja-
nja: konvecionalno projektovanje postavljanjem polova, projektovanje s ciljem

anuliranja dinamike sistema i kombinovano projektovanje.

Indeksi kontrolabilnosti se odreduju provjerom linearne nezavisnosti kolona
matrice kontrolabilnosti C definisane u (6.70). Vektor indeksa kontrolabilnosti
glasir =2 1 2].

Koristenjem ((6.120]) i (6.117]), matrice C' i W se dobijaju kao

0 0 0.224 0 0 1 0 —-0.3757
C = 0 1 0 —0.0038 0.0869|, W =10 1 0
—-1.928 0 —0.687 0 0 0 0 1

Projektovanje upravljanja podesavanjem polova
Projektovanje upravljanja metodom podesavanja polova prikazano je sa svim
polovima jednakim —2. Rije¢ je o konvencionalnom projektovanju upravljanja

i koristi se kao dobar primjer za komparativnu analizu.

Matrica M je definisana kao

c1(A +2I)? 0 001 091 071 -0.23
Mpp = |c(A+2I)| =] 0 192 -017 0.09 0.189],
c3(A + 2I)? -7.7 —06 -11.5 -23 7.1

gdje je I jedini¢na matrica. Matrica pojacanja K u ovom pristupu je

289 —0.21 —-341 —0.16 2.43
Kpp =W 'Mpp=1| 0 1.92 —0.17 0.09 0.19
—7.7 —059 —11.5 —2.31 7.09

Vremenski odzivi stanja sistema i upravljackih ulaza u ovom slucaju su prikazani

na slici [6.6]

Moze se uociti da stanja asimptotski konvergiraju ka ishodistu iz pocetnih
uslova, pri ¢emu je vrijeme smirivanja priblizno 4s. U ovom slucaju, uticaj

poremecaja ne moze biti eliminisan.
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Slika 6.6. Signali stanja sistema i linearnog upravljanja

Projektovanje upravljanja u konaécnom vremenu

U ovom slucaju, matrica M ima oblik

c1 A? 0 —0.011 0 —0.178 —0.253
Mypr = |cA| =10 —0.079 —0.17 0.095 0.015 |,
c3 A2 0 —0.594 0 0.436  —0.627

dok matrica pojacanja K ima vrijednost

0 —-0.213 0 —0.0298 —0.465
Kpr =W 'Mpr = |0 —0.079 —0.17  0.095 0.015
0 —-0.59 0 0.436 —0.624

Vektor upravljanja se formira prema (6.132)), pri ¢emu komponente vektora
upravljanja v predstavljaju Levantove funkcije date relacijama (6.63))-(6.65)).
Na osnovu indeksa kontolabilnosti, prvi i tre¢i podsistem koriste regulator KR

drugog reda, dok drugi podsistem koristi regulator KR prvog reda:

¢ Az + Bi|ciw|V/? sign(ciw)

9 .E 1737
lc;iAz| + Bilcix]' /2 + € i€ {L,3}

M

CoX
Vg = 09—
2 2\c2w| +e

Vremenski odzivi stanja, upravljackih signala, te kliznih promjenljivih prikazani
su na slici Ovdje se uocava konvergencija stanja sistema ka ishodistu u

konac¢nom vremenu, pri ¢emu je uticaj poremecaja eliminisan.
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Slika 6.7. Signali stanja sistema, kliznih promjenljivih i upravljanja

Kombinovano projektovanje upravljanja

Razmatra se slucaj kad su dva pola zatvorene petlje jednaka —2. Podesavanje

po jednog pola ¢e biti izvrseno u prvom i tre¢em podsistemu. Na ovaj nacéin

u svim podsistemima ¢e biti organizovan KR prvog reda (¢ = g2 = ¢3 = 1),

tako da ¢e dinamika podsistema sa zatvorenom petljom biti opisana polovima
{0,—-2}, {0} i {0, —2}. Za sve podsisteme, koriSten je regulator KR prvog reda
iz prethodnog slucaja. Matrice M i K imaju vrijednost

clA(A+20)]  [-0.286
MCC = CQA = 0
c3A(A+21) 0
—0.286
Kcoc=W 'Mcc = 0

0

—0.212 0.479
—0.17 0.095 0.015

—0.01 0.479 0.626 0.034
—0.17 0.095 0.015

0.436 —0.627

0.77  —0.178

0.436 —0.627
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Slika 6.8. Signali stanja sistema, kliznih promjenljivih i upravljanja

Vremenski odzivi stanja sistema, linearnih i prekidnih upravljackih signala,
te kliznih promjenljivih prikazani su na slici Ostvareno kretanje sistema
nema konacno vrijeme konvergencije kao za prethodni slucaj, ali konvergira
dosta brze od asimptotske konvergencije s linearnim upravljanjem. Medutim,
vazno je spomenuti da je i u ovom slucaju uticaj poremecaja eliminisan i da su
prekidne funkcije jednostavnije nego kod upravljanja u kona¢nom vremenu.

Iz signala prekidnog upravljanja, i kod upravljanja u kona¢nom vremenu i kod
kombinovanog upravljanja, moze se uociti signal koji ima identi¢nu promjenu
kao signal vanjskog poremecaja. Upravo prekidno upravljanje predstavlja
kompenzaciono upravljanje koje osigurava robusnot sistema na smetnje koje
zadovoljavaju uslove invarijantnosti sto je i pokazano u nau¢nom radu [105]

na slicnom primjeru.
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7. Opserveri na bazi KR

U SUPS, algoritam upravljanja se formira na osnovu svih koordinata stanja objekta
upravljanja. Neka od stanja nisu uvijek dostupna za neposredno mjerenje, te se
moraju estimirati odgovarajué¢im opserverom ili estimatorom stanja. U teoriji
upravljanja, svrha opservera jeste procjena nemjerljivih stanja sistema iskljucivo
na osnovu izmjerenih izlaza i ulaza. U sustini, opserver predstavlja matematicku
repliku sistema, pobudenu istim ulaznim signalom kao i stvarni sistem, uz dodatni
korekcioni signal koji predstavlja razliku izmedu izmjerenog izlaza sistema i izlaza

opservera.

Opserver stanja moze biti: (i) punog reda, kada se estimiraju sve koordinate
stanja upravljanog objekta, (ii) redukovanog reda, kada se estimiraju samo nedos-
tajuce za neposredno mjerenje koordinate, (iii) prosireni opserver, koji, pored svih

koordinata stanja, estimira i poremecaj.

Prosireni opserveri se zasnivaju na pretpostavci da se unaprijed ne zna dina-
mika poremecaja, koji postaje dodatna koordinata stanja, ali uz pretpostavku
da je dinamika poremecaja mnogo sporija od dinamike sistema, a samim tim i
od dinamike opservera stanja koji je brzi od dinamike sistema upravljanja. U
najprostijem slucaju, pretpostavlja se da je poremecaj konstantan ili je nepoznat
njegov intenzitet. Prema tome, dodatna koordinata stanja sistema u kontinualnom

domenu se opisuje relacijom @41 () = f(t).

U najranijim konstrukcijama opservera, koje se pripisuju Luenbergeru [1T5], ova
razlika izmedu izlaza sistema i procijenjenog izlaza opservera vraca se u opserver
na linearan nacin. Medutim, u prisustvu nepoznatih signala ili nemodelirane
dinamike, Luenbergerov opserver nije u stanju da svede gresku procjene izlaza
na nulu te na taj nacin ne osigurava konvergenciju stanja opservera ka stvarnim
stanjima sistema. Opserver na bazi KR, koji gresku procjene izlaza vraca u sistem

putem nelinearnog prekidnog ¢lana, predstavlja efikasno rjesenje ovog problema.

117



7. Opserveri na bazi KR

Pod uslovom da je poremecaj ogranicen, opserver na bazi KR moze dovesti gre-
sku procjene izlaza na nulu u kona¢nom vremenu, dok stanja opservera asimptotski
konvergiraju ka stanjima sistema. U okviru ovog poglavlja bi¢e prezentiran Luen-
begerov opserver sa svojim prednostima i nedostacima, te neka najinteresantnija

rjeSenja opservera na bazi KR.

7.1. Luenbergerov opserver

Neka se razmatra linearni vremenski nepromjenljivi sistem
x(t) = Az(t) + Bu(t), (7.1)

y(t) = Cx(t), (7.2)

gdje je © € R™ vektor stanja sistema, y € RP vektor mjerljivih izlaza sistema,
a u € R™ poznati vektor upravljanja. Matrice A, B i C su poznate i imaju
odgovarajuée dimenzije. Pretpostavlja se da je par (A, C) opservabilan.

Standardni Luenbergerov opserver za polazni sistem dat je sa
B(1) = A@(t) + Bu(t) + L(y(t) - §(1)), (7.3)

y(t) = Cx(2), (7.4)
gdje je L € R™*P matrica pojacanja opservera.
Greska estimacije po stanju & definisana kao
e(t) =x(t) — &(t) (7.5)
ima promjenu opisanu diferencijalnom jednac¢inom

e(t) = (A— LC)e(t). (7.6)

Da bi greska estimacije e asimptotski konvergirala ka nuli, matrica A — LC
mora biti Hurwitzova matrica (imati sve sopstvene vrijednosti manje od nule).
Ovo je moguée posti¢i odabirom matrice pojacanja L koja uvijek postoji zbog
pretpostavljene opservabilnosti sistema. Slijedi da za sistem definisan sa i
, bez ikakvih poremecaja, standardni Luenbergerov opserver je dovoljan za

asimptotsku estimaciju stanja.
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7.1. Luenbergerov opserver

Neka na linearni vremenski nepromjenljivi sistem iz ([7.1)) djeluje vanjski pore-

mecaj w(t) € R? na nacin kako je to opisano jedna¢inom
(t) = Az(t) + Bu(t) + Dw(t), D #0, (7.7)

gdje matrica D ima odgovarajuée dimenzije. Neka je poremecaj w(t) ogranicen i
neka vrijedi ||w(t)]] < A € R.

Ako se koristi Luenbergerov opserver definisan sa (7.3)), tada dinamika greske

estimacije je opisana jednacinom
e(t) = (A — LC)e(t) + Dw(t). (7.8)

Radi analize konvergencije opservera u ovom sluc¢aju, razmatra se funkcija

Ljapunova oblika
V=e'Pe, P=P'">0. (7.9)

Izracunavanjem prvog izvoda funkcije V' dobijamo

V= eTP<(A —LC)e + D'w) + ((A — LC)e + D'w)TPe. (7.10)

Ako se pretpostavi da je matrica P rjeSenje jednacine Ljapunova
P(A-LC)+(A-LC)'P=-H (7.11)
zaneku H = H' > 0, tada prvi izvod funkcije V postaje

V =—e He+2(Dw)' Pe. (7.12)

Uslov V < 0 zadovoljen je za svaku gresku estimacije koja zadovoljava uslov

A|D'P|

TH] (7.13)

el >2

Ova posljednja nejednacina implicira da predlozeni Luenbergerov opserver moze
osigurati samo konvergenciju greske estimacije ka ograni¢enom podrucju oko
koordinatnog pocetka. Kao posljedica toga, standardni Luenbergerov opserver ne

moze se primijeniti za rekonstrukciju stanja kod sistema na koje djeluje poremecaj.
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7. Opserveri na bazi KR

Opserver na bazi KR, koji kod estimacije stanja koristi prekidnu funkciju,
predstavlja potencijalno rjesenje ovog probelma. Takode, vazno je naglasiti da
primjenom opservera na bazi KR moguée je dobiti estimiranu vrijednost nepoznatog
vanjskog poremecaja sto se moze iskoristiti u sloZzenim sistemima upravljanja sa

ciljem postizanja bolje robusnosti.

Primjer 7.1

Kao primjer posmatra se dinamicki sistem drugog reda opisan jednacinama
a1 (t) = 22(t),

Z2(t) = axa(t) + bu(t) + w(t),

gdje su a = —0.25 i b = 0.25, dok w(t) predstavlja vanjski poremecaj koji

djeluje na ulaz objekta i definisan je kao
w(t) = —0.5h(t —40) — 0.5 h(t — 55) sin(0.27t).

Kao izlaz sistema uzima se y(t) = x1(t). Cilj je stabilizacija sistema na
osnovu izlaza y(t) i analiza uticaja poremecaje w(t) primjenom dva zakona
upravljanja: linearno upravljanje po stanjima i upravljanje u KR. Za oba zakona
upravljanja, potrebno su sva stanja sitema. Za dati primjer, stanje z1(t) je
dostupno, dok stanje z2(t) nije i bi¢e potrebno uraditi njegovu estimaciju
koristenjem Lunebergerovog opservera.

Luenbergerov opserver. Jednacina za lunbergerov opserver je data sa .
Parametri opservera [y i [y se biraju tako da polovi matrice (A — LC') budu
—3. Za dati sistem dobija se matrica L = [5, 7T, 5625]T.

Linearno upravljanje po stanju. U prvom scenariju razmatra se linearni
zakon upravljanja po stanju u(t) = —Ka&(t), gdje je K = [k1 ko] matrica
pojacanja povratne sprege po stanju. Parametri se odreduju metodom pode-
savanja polova tako da polovi matrice (A — BK) budu -0.5. Ovakav izbor
polova rezultovat ¢e umjerenim upravljackim signalom i sporijom, ali glatkom,
dinamikom zatvorene petlje. Za dati sistem dobija se K = [1 3].

Na slici prikazani su odzivi razmatranog sistema. Uocava se da stanja

sistema konvergiraju ka ravnoteznoj tacki uz umjerenu dinamiku, ali nakon
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7.1. Luenbergerov opserver

pojave poremecaja javlja se odstupanje od ravnoteznog stanja. Iz signala greski
estimacije se vidi da one brzo opadaju i konvergiraju ka nuli, ali nakon pojave
poremecaja dolazi do povetanja greske po stanju xo. Upravljacki signal je

kontinualan bez saturacije uz povec¢anje amplitude u prisustvu poremecaje.
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Slika 7.1. Signali stanja sistema, upravljanja, greski opservera i norme greske opser-
vera

Tako je ponasanje sistema stabilno, predlozeni sistem se ne moze izboriti s

vanjskim poremecajem Sto je nedostatak Luenbergerovog opservera.

Upravljanje u KR. U drugom scenariju razmatra se zakon upravljanja u KR
definisan relacijama (4.34) i . Klizna linija se definiSe koristeéi jednacinu
(4.40) i prethodno dobijenu matricu K. U skladu s pomenutim relacijama,

matrica ¢ za izracunato K = [0 1] se dobija ¢ = [2 4}.

Upravljacki zakon u KR formira se kao kombinacija linearne povratne veze i
nelinearnog robusnog ¢lana u(t) = —cA&(t) — « sign (g(t)), gdje je a = 1,5 a
klizna linija je definisana kao ¢(t) = c(t).

U odnosu na linearno upravljanje, KR obezbjeduje znatno bolju robusnost i

efikasniju kompenzaciju poremecaje (slika [7.2)). Nelinearni ¢lan upravljanja

obezbjeduje robusnost u odnosu na nepoznati poremeéaj w(t) i doprinosi
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7. Opserveri na bazi KR

smanjenju njegovog uticaja tako da stanja sistema ostaju blize ravnoteznom

stanju.
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Slika 7.2. Signali stanja sistema, upravljanja, greski opservera i klizne promjenljive

U oba razmatrana slucaja projektovanja upravljanja, glavni izvor odstupanja
nije bio regulator ve¢ ogranicenja Luenbergerovog opservera. Ovo se zakljucuje

iz norme greske opservera koja je ostala ista u oba slucaja.

7.2. Utkinov opserver na bazi KR

U ovom dijelu ée biti objasnjen opserver na bazi KR definisan u [116]. Glavna
ideja je pokazati da opserver moze prisiliti gresku po izlazu da konvergira na nulu
u kona¢nom vremenu dok stanja opservera asimptotski konvergiraju ka stanjima
sistema. Osim toga, bi¢e pokazano da je mogude estimirati i stanja sistema i
poremecaje koji djeluju na sistem.

Posmatrajmo sistem definisan jednacinama i . S obzirom na to da
¢e izlazi biti posmatrani, logi¢no je izvrsiti promjenu koordinata tako da se izlazi

pojave kao komponente vektora stanja.
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7.2. Utkinov opserver na bazi KR

Neka postoji transformacija koordinata x; = T.x povezana s invertibilnom
matricom T'. (det {T.} # 0) definisanom kao

N, _
T, = [01 (N, € R =Py, (7.14)

gdje kolone matrice N, ¢ine bazu nul-prostora matrice C (CN¢ = 0y, (n—p))-

Primjenom ove transformacije koordinata, matrice sistema ((7.7) poprimaju

sljede¢u formu:

Ay A B
At:TCATglzl 1 12], Bt:TCB:[ 1],

A21 Az B, (7.15)
D, . '
D,=T.B = , C,=CT; :[0 Ip},
2
gdje vrijedi Ay, € R=P)x(=p) B e R=P)xm j D) e R(-—P)*q,
Sistem ((7.7)) nakon primjene transofmracije (7.14]) postaje:

Za sistem (7.16)) na koji ne djeluje poremecaj (w(t) = 0), prof. V. Utkin je

predlozio opserver sljede¢eg oblika:

it(t) = At@t(t) + BtU(t) + Gn’U(t),

. R (7.17)
y(t) = Cr(t),
pri ¢emu je v(t) vektor prekidnih funkcija ¢ije komponete su definisane sa
vi(t) = psign(ey;(t)), (i=1,2,...,p), (7.18)

gdje je p € R konstanta, a e, ; predstavljaju komponete greske po izlazu definisane
kao e, (t) = y(t) — y(1).

U ovom slucaju, dinamika greske opservera po stanju e;(t) = x;(t) — &(t) se
moze dobiti kao
et(t) = Atet(t) + Gn’l](t), (719)
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7. Opserveri na bazi KR

pri ¢emu matrica pojacanja opservera G, ima formu
L
G, - [ ] , (7.20

gdje je L € R(P)XP nepoznata matrica pojacanja koju je potrebno odrediti.

Primjenom ([7.15)) pod uslovom da jednacina ((7.19) se moze napisati u formi:
é(t) = Aue(t) + Algey(t) + L, (7.21)

éy(t) = Agle(t) + AQQQy(t) -, (7.22)
pri ¢emu vrijedi e; = [e ey "

Nadalje, jednacina ([7.22)) se moze zapisati po komponentama kao
éyﬂ'(t) = AQLZ' e(t) + Agg,i ey(t) — psign(ey,i(t)), (7.23)

gdje Aoy i Agg; predstavljaju i-te redove matrica Aoy i Ago, redom.

Da bi se dobili uslovi pod kojima ¢e se ostvariti kretanje u KR, ispitat ¢e se
uslov dosezanja KR na kliznoj povrsi definisanoj s e, = 0. Iz (7.23) slijedi

eyityi = eyi(Aa1ie + Az iey) — pley|

(7.24)
< —leyil(p — [Az1ie + Az iey).

Pod uslovom da je vrijednost konstante p odabrana dovoljno velika tako da
vrijedi

p > |Asiie+ A iey| + 1, (7.25)

gdje je skalar n € Ry, tada
ey,i €yi < —Mley,ql- (7.26)

Posljednji uslov implicira da e e, ; konvergirati ka nuli u kona¢nom vremenu

nakon cega Ce se kretanje u KR nastaviti duz klizne linije definisane s e, ; = €, ; = 0.

Kada svaka komponenta vektora e,(t) konvergira ka nuli, to znaci da ¢e estimi-

rani izlaz opservera pratiti mjerene izlaze polaznog sistema.
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7.2. Utkinov opserver na bazi KR

Tokom kretanja u KR vrijedi e,(t) = é,(t) = 0, a sistem greske definisan
jednac¢inama ([7.21)) i (7.22]) se moze zapisati u reduciranom obliku kao:

e(t) = Ane(t) + L’Ueq, (727)

0 = Asie(t) — veq, (7.28)

gdje v, predstavlja ekvivalentnu (po analogiji na ekvivalentno upravljanje) kom-

penzacionu komponentu greske po izlazu potrebnu da bi se odrzalo kretanje u KR.
UvrStavanjem izraza za v.q dobijenog iz (7.28) u izraz ((7.27) dobija se

é(t) = (A1 + LAy )e(t). (7.29)

Posljednja jednacina opisuje kretanje u KR sistema reduciranog n — p reda i
slicna je jednacini . Po istom principu kretanje opisano jednac¢inom
je stabilno, ako je matrica L pravilno odabrana. Moze se pokazati da ako je par
(A, C) polaznog sistema opservabilan, tada je i par (Ai1, A21) takode opservabilan.

Iz te ¢injenice slijedi da se matrica L uvijek moze odabrati da obezbijedi stabilnost

kretanja iz jednacine (7.29).

Primjer 7.2

U ovom primjeru ¢e se razmatrati isti sistem kao u primjeru [7.1} Za estimaciju
nepoznatog stanja bice koristen Utkinov opserver opisan jednac¢inama (7.17)) i
(7.18]). Kod projektovanja opservera koristene su sljede¢e matrice:

NC_[O 1]’ G”_F’ﬂ’
0 1 1

gdje je matrica odabrana pod uslovom da polovi matrice (A;; — LAg) budu
-3.

Na slikama i[7.4] su prikazani odzivi sistema kada se za estimaciju stanja
koristi Utkinov opserver uz poredenje dva zakona upravljanja: linearno uprav-
ljanje po stanju i upravljanje u KR. U odnosu na slucaj s Luenbergerovim
opserverom, primjetno je da greske estimacije znatno brze konvergiraju ka nuli
i ostaju u okolini nule uprkos djelovanju poremecaja, sto potvrduje efikasnost

Utkinovog opservera u kompenzaciji nepoznatog poremecaja.
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7. Opserveri na bazi KR

Signali odziva sistema za slucaj primjene linearnog regulatora su prikazani na
slici gdje su parametri regulatora isti kao i u prethodnom primjeru. Uprkos
dobroj estimaciji stanja koriste¢u Utkinov opserver i dalje se uocava osjetljivost
na poremecaj, buduéi da linearni regulatori u pravilu nisu sposobni da se u

potpunosti izbore s nepoznatim i vremenski promjenljivim poremecajima.
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Slika 7.3. Signali stanja sistema, upravljanja, greski opservera i norme greske opser-
vera

Na slici [74] su prikazani odzivi sistema za upravljanje na bazi KR koje je

koristeno i u prethodnom primjeru.

U poredenju s linearnim regulatorom, upravljanje s KR omogucava znatno bolju
kompenzaciju poremecaja i odrzavanje stanja sistema u blizini ravnoteznog

stanja.

Cijena ove robusnosti ogleda se u pojavi izrazenijeg upravljackog signala
i mogucéem treperenju, koje se u praksi ublazava odgovarajué¢im izborom

parametara i glatkih aproksimacija funkcije.

126



7.3. Super-twisting opserver
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Slika 7.4. Signali stanja sistema, upravljanja, greski opservera i klizne promjenljive

7.3. Super-twisting opserver

Neka se razmatra dinamicki sistem sljedeéeg oblika:

i1 =x9, To=u-+9, Yy =1, (7.30)

gdje su x1,z2 € R stanja sistema, y € R izlaz sistema, u € R upravljanje, a §
nepoznati ograni¢eni poremecaj (|6| < A € R™T).

Buduéi da je dostupna samo informacija o izlazu y, a za veéinu upravljackih
algoritama zahtijeva se potpunu informacija o stanjima sistema, onda je potrebno
rekonstruisati druga stanja sistema i nepoznati poremecaj.

Jedno od rjesenja ovakvog sistema je dato u nauénom radu [117] gdje su autori

predlozili super-twisting opserver - STO.
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7. Opserveri na bazi KR

Dinamika STO za procjenu stanja sistema data je sljede¢im izrazima:
1 =04 21, &o=u+ 29, (7.31)
gdje su 1 i T2 procijenjena stanja sistema, a 21 i zo korekcioni ¢lanovi opservera.
Ako su greske stanja opservera definisane kao:
e1 =x1 — &1, ey = Tog — Io. (7.32)
a korekcioni ¢lanovi odabrani u obliku:
21 = lile1|Y?sign(er), 2o = losign(er). (7.33)
onda se dinamika greski stanja opservera ej i eo moze se zapisati u obliku
11 2sign(e1) + ez, (7.34)

é1 = —lileg

ég = —lgsign(er) + 4. (7.35)

Na osnovu dokaza datog u odjeljku [6.1.2] moguce je odrediti opseg parametara
l1 1l za koje ¢e sistem jednacina ([7.34]) i ((7.35]) biti stabilan u kona¢nom vremenu.

Konkretno, ako se izaberu pojacanja Iy = 1.5/ A ils = 1.1A, onda greske stanja
opservera e i eg istovremeno ¢e konvergirati ka nuli u kona¢nom vremenu. Nakon
toga vrijedi

Ir = 12'1, Tr9 = i’g. (7.36)

Primjer 7.3

Koristedi relacije ([7.30)-(7.36)), STO za sistem iz primjeramoguée je zapisati
u obliku:

&1 = &y — li|zy — #1|Ysign(z1 — 1),
Ty = u — losign(z, — 21).

gdje su za parametre opservera uzete vrijednosti [; =61l = 11.
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7.3. Super-twisting opserver

U ovom primjeru, za upravljanje ¢ée biti koristen STA regulator koji je na

osnovu (6.23)) i (6.24]) opisan jednacinama:

u

= —c122 — k1|9

0 = —kosign(g),

g =cix1 + 2o,

1/2

sign(g) + v,

gdje su za parametre regulatora uzete vrijednosti ¢y =4, k1 =21 ko = 1.
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Slika 7.5. Signali stanja sistema, upravljanja, greski opservera i klizne promjenljive

Na slici su prikazani odzivi sistema dobijeni primjenom STO i STA regula-

tora. Stanja sistema brzo konvergiraju ka ravnoteznom stanju uz ogranicene

oscilacije u tranzijentnom rezimu, dok se nakon kratkog vremena stabilizuju

oko nule. Greske estimacije opservera opadaju u kona¢nom vremenu i ostaju u

okolini nule uz prisustvo poremecaja, sto potvrduje efikasnost STO u odnosu

na linearne estimatore.

129



7. Opserveri na bazi KR

Klizna promjenljiva dostize nulu nakon faze dosezanja i zadrzava se u njenoj
blizini, ¢ime se uspostavlja KR. Iako upravljacki signal pokazuje izrazenije
tranzijentne vrijednosti i odredeni nivo oscilovanja, on ostaje ogranicen, sto
predstavlja prihvatljiv kompromis izmedu robusnosti i praktiéne implementa-

cije.

7.4. Linearni aktivni eliminator poremecaja

U ovom odjeljku biée rijec¢i o linearnom aktivnom eliminatoru poremeéaja (eng.
Linear Active Disturbance Rejection - LADR), koji za model objekta uzima rednu
vezu onoliko integratora koliki je red sistema. Ukupan poremecaj u sistemu je
nemodelirana dinamika i parametarski poremecéaji plus vanjski poremecaj kao
dodatna koordinata stanja. Ovaj estimator/kompenzator naziva se aktivnim jer u

svom djelovanju ukljucuje regulator upravljanja.

Najprije ¢e biti izlozen princip rada LADR-a za vremenski kontinualne sisteme
sa skalarnim upravljanjem, s konvencionalnom povratnom spregom po stanju,
prema [I18], a zatim ¢e taj pristup biti prilagoden i na SUPS s kretanjem u KR

sa ciljem postizanja boljih osobina sistema u cjelini.

Dinamicki model objekta n-tog reda sa skalarnim upravljanjem bez konac¢nih

nula je

n—1
y () = aiy(t) + w(t) + bu(t), (7.37)
=0

gdje y oznacava i-ti izvod izlaznog signala objekta upravljanja. a; i b su parametri
objekta, a w(t) je vanjski poremecaj. Namjerno je poremecaj w(t) napisan ispred
¢lana s upravljanjem. Po metodi LADR, prva dva ¢lana na desnoj strani relacije
smatraju se generalisanim poremecajem f(t), te model sistema poprima
oblik

y " (1) = bu(t) + £(1), (7.38)
sto predstavlja rednu vezu n integratora i pojacavaca s pojacanjem b. Pojacanje b
nije potrebno precizno poznavati, nego se odstupanje pojacanja db (b = b, + b) i
poremecaj f(t) mogu objediniti u generalisani poremecaj ¢ija je estimacija f (t).
Tako da model ([7.37) ostaje, samo umjesto b figurise b,.
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7.4. Linearni aktivni eliminator poremecaja

U sistem se uvodi upravljanje definisano na sljedeéi nacin

(7.39)

¢ime se vrsi normalizacija.

Clan % treba da kompenzuje generalisani poremecaj f(t). Tada, zamjenjujuci

(7.39) u (7.38)), kona¢no dobijamo normalizovan sistem
Yy~ u, (7.40)

kao rednu vezu n cistih integratora.

Jedan od nacina upravljanja datim objektom je da se uvede proporcionalno
pojacanje po signalu greske sistema i proporcionalno pojac¢anje u povratnoj sprezi
s izlaza integratora. Te povratne sprege su diferencijalnog tipa u odnosu na izlaz,
jer je model objekta kanonskog kontrolabilnog oblika. Mogu se primijeniti i drugi
zakoni upravljanja pa i zakoni SUPS. Osnovno je da treba odrediti generalisani
poremecaj f, odnosno njegovu zadovoljavajuéu estimaciju f .

U tu svrhu koristi se metoda zasnovana na prosirenom opserveru stanja. S
obzirom na to da je sistem n-tog reda, on ima n stanja, a n + 1 stanje je nepoznati

poremecaj. Stoga se dinamika prosirenog sistema opisuje relacijama:

T =Ax+bu+vf, (7.41)
y = qx, (7.42)
gdje je
0 I
=12 Tn , = , =10 by 0],
[21 2 +1] [0 0] [ ]

Za prosireni dinamicki sistem ([7.41)) konstruiSe se Luenbergerov opserver stanja:

x=Azx+bu+l(y—19), (7.43)
§=qz, (7.44)
I=[lily ... lny1]", (7.45)
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7. Opserveri na bazi KR

gdje je I vektor povratne sprege opservera s elementima l; (¢ = 1,...,n+ 1), koji

se podesavaju u pogledu brzine odziva.

S obzirom na to da je objekat predstavljen u obliku lanca ¢istih integratora, za

opserver stanja sistema vazi relacija

. T
(@1 @2 o @] =[98 9 f] (7.46)

Sada se, na osnovu estimiranih koordinata stanja objekta kao redne veze n
integratora i estimirane vrijednosti poremecaja, moze konstruisati upravljacki

sistem po principu prikazanom na slici [7.6]

w(t)

r(t) y T (£) —~ e(t) n H@_, L “(tL Objekat o
A

Slika 7.6. Struktura linearnog aktivnog estimatora poremecaja

Projektovanje povratne sprege po stanju sistema

Jedna od moguénosti projektovanja regulatora i opservera zasniva se na pretpos-
tavci da su polovi grupisani u uskoj oblasti, prakti¢no da sistem upravljanja ima
n + 1 visestruki pol u stabilnoj oblasti A = —wy;, ¢ime se definiSe propusni opseg

sistema upravljanja.

Karakteristicna jednacina tako projektovanog sistema je
A+ ws)" = det(AT — Ay, +bpk) = N+ ko N b b koA + Ky, (7.47)

jer se projektuje povratna sprega za objekat koji je n-tog reda pri ¢emu su A, i

b,, matrice stanja i ulaza sistema od n redno vezanih integratora.
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7.4. Linearni aktivni eliminator poremecaja

Poslije stepenovanja binoma i uporedivanja koeficijenata lijeve i desne strane

polinoma dolazi se do relacije za izracunavanje koeficijenata

= n! n—itl (;_
Sl ey e UL (7.48)

Struktura sistema upravljanja data je na slici gdje regulator ostvaruje

upravljanje po formuli

w=Y"k (r0=D = 20). (7.49)

Naprijed je prikazan nacin projektovanja klasi¢ne linearne povratne sprege po
stanju, uz pretpostavku da su zeljeni polovi sistema n-tog stepena. U SUPS s
klasicnim KR (KR prvog reda), jedan pol je, po definiciji, A = 0 a ostali polovi
se postavljaju po zelji u stabilnoj oblasti pa mogu biti i viSestruki. Ovi polovi

definisu dinamiku kretanja u KR, ali ne i pol A = 0.

Relacija ((7.48)) moze se primijeniti u tom slucaju s tim Sto ée se vektor pojacanja
povratne sprege koji definiSe polove sistema u KR imati oblik k = [0 ksy], gdje je

ksm = [k2 ks ... ky] a elementi vektora kg, se izracunavaju po formuli

ki = o Z(ZI;()Z' — 2)!w:*i+1 (i=2,---,n). (7.50)

Kada je poznat vektor povratne sprege, vektor ¢ klizne promjenljive g = cx

odreduje se po formuli [56]
c=[k1][A, b,]", (7.51)
pri cemu je ¢b, = 1, cA,, = k, a dinamika sistema je opisana relacijom

z=(I—-byc)A,x. (7.52)

Upravljanje se definise na sljedeé¢i nacin

u=—ke — asign(g), g=cxr, a>0. (7.53)
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7. Opserveri na bazi KR

Projektovanje prosirenog opservera

Posto opserver treba da bude brzi od sistema upravljanja 3—-10 puta, uvodi se
koeficijent k, = 3 — 10 kojim se definiSe propusni opseg opservera u odnosu na

propusni opseg sistema upravljanja
W = kows. (7.54)

Koristeéi istu metodologiju kao u (7.47)), s tim Sto ¢e red sistema biti n + 1 a
umjesto w;s figurise w,, dolazi se do formule za izracunavanje elemenata vektora I

opservera u obliku
A+ wo)" Tt =det(M — A+1q) = N+ A + -+ 1y A+ lyg1,  (7.55)

odakle slijedi

(n+1)! i

li:(n—i—i—l)!(i—l)!wo (i=1,....,n+1). (7.56)

Ako se opserver projektuje u klasi SUPS s kretanjem u KR, tada se na slican
nacin kao kod projektovanja regulatora s KR (relacija ((7.50)) dolazi do zakljucka
dajel = [lgm 0], s = [l1 l2 ... 1], a elementi vektora g, odreduju se po formuli

Uporedujuéi date vektore k il vidi se da se razlikuju u redoslijedu elemenata.
Prvi element k postaje zadnji element I, zadnji element k postaje prvi element I, i

tako redom.

U najprostijem slucaju, KR u opserveru moze se organizovati tako da se umjesto

koeficijenta ky4+1 primijeni funkcija k41 = asign(y — 9).

Primjer 7.4

Na primjeru dinamickog sistema iz primjera bi¢e razmatran prezentirani
LADR metod estimacije poremecaja. Neka je usvojeno wy = 551 i k, = 3.
Tada su prema , elementi vektora I prosirenog opservera [; = 3 -3 -5,
lp=3-32-5%il3=3%5%
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7.4. Linearni aktivni eliminator poremecaja

Ulazni referentni signal r je jedini¢na odskoc¢na funkcija, a ulazni prilagodni
element M na slici [7.6| opisan je relacijom 7., = r — r,. Regulator ¢e biti
projektovan: (i) na konvencionalni nacin s dvostrukim polom Aj 2 = —w, 1 (ii)
na bazi KR s polovima A1 =01 Ay = —ws;.

Na osnovu poznatih podataka, algoritam klasicnog upravljanja dat relaci-
jom je definisan kao u = —25(rpy — §) — 10(Fm — §) + .

Koristeci , algoritam na bazi KR moZe biti definsan v = u¢q — €9 —
asign(g), gdje su keg = [0 5], ¢=1[5 1], e =0.11i a = 0.1. Clan eg ubrzava

g

dosezanje klizanja, a umjesto funkcije sign(g) koristena je aproksimacija 5153

gdje je 6 = 0.001.

Na slici [7.7] prikazan je simulacioni model prosirenog opservera.

u(t)

/ H?H [ — I
lo

Slika 7.7. Simulacioni dijagram prosirenog opservera stanja

<
—~

~
=

y(t)

4
&
A 4
\/

4

Rezultati simulacije prethodno opisanih sistema dati su na slikama i

1.2 T T T T T T 1.2

1.001 1.0001

9 i<
Sosl | 1.0005 1 2 osl 1.00005
< ;’ ]
N | 1 = N 1 - |
|| :
g 0.6 “’ 0.9995 \/_ 1 % 0.6 0.99995 \/ \ J
N | 0.999 8 0.9999
= \ 20 30 40 50 60 70| = 20 30 40 50 60 70
S 044 1 S04} g
= | 3
026 zeljena vrijednost | 02l zeljena vrijednost |
‘ ——LinC + LinO ——SMC + LinO
J LinC + SMO SMC + SMO
0 | I I I I I I 0 I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 7.8. Odziv sistema za razlicite tipove regulatora i opservera
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7. Opserveri na bazi KR

Slika [7.8] prikazuje Zeljenu vrijednost izlaza, te odzive za razli¢ite kombina-
cije regulatora (linearni regulator (LinC) i regulator na bazi KR (SMC)) i
opservera (linearni opserver (LinQ) i opserver na bazi KR (SMO)). Na svim
slikama su prikazani detalji koji pokazuju visok kvalitet regulacionih sistema

s prednoscu na strani primjene KR kako na opserveru, tako i u regulatoru

sistema.
=8 -5
1 x10 5 x10 0.05
T; 0.5 > 3
; | [
& > =
[}
& & &
= =) <
= 05 = &
LinC + LinO LinC + LinO
LinC + SMO LinC + SMO LinC + SMO
-1 -5 -0.05
40 50 60 70 40 50 60 70 40 50 60 70
4 -5
1 %10 5 x10 0.05
T’ > 3
| |
& > ~S
g 0 2 2
s g g
&} O O
S = 5
= SMC + LinO ——SMC + LinO ——SMC + LinO
———SMC + SMO ———SMC + SMO ———SMC + SMO
-1 -5 -0.05
40 50 60 70 40 50 60 70 40 50 60 70

Vrijeme [s] Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 7.9. Signali greski sistema za razlic¢ite tipove regulatora i opservera

Detaljni prikaz kvaliteta primjene KR je dat na slici [7.9] gdje su dati signali
greske izlaza r,, — y, greske opservera y — ¢ i greske u estimaciji smetnje
d — u ponovo za razli¢ite kombinacije regulatora i opservera. I na ovoj slici

se primjecuje prednost primjene KR kako na opserveru, tako i u regulatoru

sistema.
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Dio 111
Diskretni klizni rezimi u SUPS

Ovaj dio je posvecen projektovanju upravljanja zasnovog na kliznim re-
zimima u vremenski diskretnom domenu. Najprije se daje formulacija
problema i uvode pojmovi kliznog i kvazi KR, zatim uslovi stabilnosti i
privlac¢nosti u vremenski diskretnom domenu, te sistematizovan prikaz
metoda projektovanja i detaljna analiza algoritama dosezanja. Poseban
dio je posvecen metodama estimacije poremecaja, koje omogucavaju
efikasniju kompenzaciju smetnji u vremenski diskretnom domenu. Na
kraju se obraduju diskretni klizni rezim u lienarnim sistemima s vek-
torskim upravljanjem, ukljucujuéi realizaciju upravljanja s konacnim

vremenom smirivanja, te robusno upravljanje proizvoljnog reda.
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8. Projektovanje regulatora

zasnovanog na diskretnom
KR

Jednostavnost implementacije algoritama upravljanja primjenom digitalnih har-
dverskih struktura omogucdila je da postanu sastavni dijelovi sistema upravljanja
kod kontinualnih sistema. U cilju obrade signala koji su po prirodi analogni,

potrebno ih je pretvoriti u digitalni oblik koristeé¢i A/D konvertore.

Idealni konvertori se ne mogu realizirati u praksi, pa se pretvaranje analognih
signala u digitalne obavlja dvostrukom diskretizacijom: diskretizacijom po vremenu
i diskretizacijom po amplitudi (kvantizacija po nivou). Udomaceni termin za ovako
dobijene signale je diskretni signali, a proces pretvaranja analognih signala u

diskretne je diskretizacija odnosno uzorkovanje.

Za realizaciju sistema upravljanja potrebno je koristiti jednacine koje opisuju
model sistema. Posto se radi o digitalnom sistemu upravljanja potrebno je ko-
ristiti model u diskretnoj formi. Vise metoda transformacije jednacina modela
iz kontinualnog domena u diskretni domen je poznato [119]. Najcesée koriSteni

metod je primjenom kola zadrske nultog reda (eng. Zero Order Hold - ZOH).

Diskretni KR su nastali kao posljedica analize uticaja vremena uzorkovanja na
kontinualne KR. Uzorkovanjem mjerenih signala u sistemu ima kao posljedicu da
se vrijednost upravljanja rac¢una na pocetku svakog perioda uzorkovanja i ostaje
konstantna tokom cijelog perioda. Ovo ¢ée uzrokovati da upravljanje neée modéi
osigurati kretanje sistema po kliznoj povrsi nego u nekoj njenoj ogranicenoj okolini
(grani¢nom sloju), tako da ¢e nastati kvazi KR sli¢no kao i kod kontinulalnih
realnih KR.
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8. Projektovanje regulatora zasnovanog na diskretnom KR

U praksi se susre¢u dva postupka projektovanja sistema upravljanja zasnovanih
na diskretnim KR:

o projektovanje sistema upravljanja primjenom kontinualnog KR, a potom
dobijene jednacine prevesti u diskretni vemenski domen primjenom metoda

diskretizacije,

» projektovanje sistema upravljanja direktnom primjenom diskretnih KR.

Postupak projektovanja sistema upravljanja direktnom primjenom diskretnih
KR moze se zasnivati na kanonskom kontrolabilnom modelu objekta upravljanja
[32], na opstem modelu u prostoru stanja [56] ili na modelu ulaz-izlaz [120]. U
svakom slucaju, za kvalitetno upravljanje potrebno je imati potpunu informaciju o
upravljanom objektu. Dalja izlaganja bi¢e zasnovana na drugom prilazu, pretpos-
tavljajuéi da je dat model objekta u prostoru stanja i da su sve koordinate stanja
objekta upravljanja dostupne.

U odnosu na kontinulane KR, kod diskretnih KR nije potrebna prekidna pri-
roda upravljanja da bi se dostigla klizna povrs, jer ¢e komponente ekvivalentnog
upravljanja trajektoriju sistema dovesti na kliznu povrs iz bilo kojeg pocetnog
uslova. Kod sistema s izrazenim uticajem poremecaja za racunanje komponenti
ekvivalentnog upravljanja neophodna je ta¢na vrijednost poremecéaja. U praksi
je tesko dobiti tacnu vrijednost poremecaja, i to ¢e za posljedicu imati kretanje
sistema u KR unutar grani¢nog sloja klizne povrsi. Sirina grani¢nog sloja ¢e ovisiti
o tome s kojom tac¢noséu je aproksimiran poremecaj. Uobicajen nac¢in smanjenja

ove Sirine je primjena estimatora poremecaja u strukturi sistema upravljanja.

8.1. Formulacija problema

U ovom odjeljku posmatra se sistem upravljanja s povratnom spregom, s vremenski
kontinualnim objektima upravljanja, definisanim sljede¢im modelom u prostoru
stanja

z(t) = (A+ AA(t))=z(t) + (B + AB(t))u(t) + Dv(t), (8.1)

gdje je (t) € R™ vektor stanja objekta, u(t) € R™ vektor ulaznih signala u objekat
kojima se vrsi upravljanje objektom, v(t) € R vanjski poremecaj (optereéenje)
koje djeluje na objekat i remeti Zeljeno stanje objekta. A, B i D su matrice

odgovarajuéih dimenzija, pri ¢emu par (A, B) je potpuno kontrolabilan.
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8.1. Formulacija problema

Elementi A, B i D su poznati, a poremecaj v(t) je ograniCen s obje strane i
ima konacne izvode. Varijacije parametara AA(t) i AB(t) te vanjski poremecaj
su kompatibilni s upravljanjem, tj. ispunjavaju uslove inavrijantnosti [, [40], tj.
rang {[B AA D AB]} = rang{B}. Objekat je minimalno-fazan (svi polovi
i sve nule prenosne funkcije objekta su smjestene u stabilnom podrucju).

U prethodnim izlaganjima je receno da tehnika upravljanja na principu KR se
sastoji iz dvije faze. U prvoj fazi, odreduje se m povrsi g1(x), ga(x),. .., gm(x), za
koje vrijedi g; = {x|gi(x) =0} (i =1,...,m), tako da svaka prolazi kroz nulto
stanje ravnoteze & = 0, a njihov presjek gr(x) = gi1(x) Ng2(x) N ... N gn(x) je

povrs n — m dimenzionalnog prostora stanja sistema

koja definise Zeljenu dinamiku kretanja objekta (8.1)).
U drugoj fazi, potrebno je odrediti elemente prekidnog vektora upravljanja

oznacenog s w(t) = [uy(t) ua(t),...,umn(t)] gdje vrijedi

w(t) = L @ >0 =1, m), (8.2)
ui*(t% gz(m) < 07

+

gdje su u;” i u; vremenski kontinualne funkcije, koje treba da obezbijede:

(a) dosezanje povrsi gp u konacnom vremenu, iz bilo kog polaznog stanja x(0),
(b) egzistenciju KR na povrsi gg.

Digitalna realizacija opisanog algoritma upravljanja moze se ostvariti primjenom

potpune ili parcijalne primjene diskretne obrade signala i to:

1. Diskretizacija se ostvaruje samo u procesu komutacije struktura sistema,
tj. gi(x(kT)), k € Nt T je period uzorkovanja, dok je upravljanje (8.2)

vremenski kontinualno, u; = u;(t).

2. Proces diskretizacije se vrsi samo u kanalu upravljanja, u; = u;(kT), dok
9i = gi(x(t)).
3. Kompletna diskretizacija:

(i) razli¢itim periodima uzorkovanja u svakoj strukturi sistema w;; =

iy (KT), ui— = u;—(kT) i u procesu komutacije struktura g(kT3),
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8. Projektovanje regulatora zasnovanog na diskretnom KR

(ii) razli¢itim periodom uzorkovanja u strukturama sistema w;(kT') i peri-

odom uzorkovanja komutacije struktura g(k7})

(iii) uniformnim periodom uzorkovanja u strukturama sistema wu;(kT") i
procesu komutacije struktura g(kT'), kad ¢ée upravljanje biti definisano
kao

uiy (KT), gi(z(kT)) > 0,

u,(kT) =

(8.3)

Vazno je naglasiti da se diskretno procesiranje signala ostvaruje obi¢no primjenom
digitalnog hardvera, uz primjenu D/A konvertora, A/D konvertora i kola zadrske
nultog reda (eng. Zero-Order-Hold - ZOH) tako da upravljanja u; = u;4 (kT1),
wi— = u;—(kTy), odnosno w;+ = u;y (kT), ui— = u;—(kT) ostaju konstantna tokom
perioda uzorkovanja kT; < t < (k + 1)T;, uz prisustvo prekida prvog reda u
trenucima uzorkovanja t = kT;. Zbog toga se moze smatrati da je upravljanje

kontinualna funkcija.

Posto digitalna obrada signala unosi transportno kasnjenje, sistemi tipa 1 su
ekvivalentni sistemima s kontinualnom obradom informacija, kod kojih u procesu
formiranja komutacijske strukture postoji transportno kasnjenje. Takvi sistemi su
analizirani u [30, BI] i nece biti predmet razmatranja.

Kvazi KR ili idealni KR moze biti ostvaren u sistemu tipa 2 [32], ali takvi
sistemi nisu od velikog prakti¢nog znacaja, kao i sistemi s razli¢itim periodima
uzorkovanja u strukturama sistema 3(i). Tako se u sistemima drugog reda moze
ostvariti konac¢no vrijeme dolaska u stanje ravnoteze [32], sistemi tipa 3(ii) nece

biti predmet daljeg razmatranja.

Prema tome, nas prvenstveni interes bi¢e posveéen sistemima s potpunom dis-
kretnom obradom informacija i uniformnim periodima uzorkovanja u upravljanju i
u komutacijskoj strukturi sistema. U tu svrhu, potrebno je transformisati matema-
ticki model objekta u vremenski diskretni domen. Primjenom diskretizacije,

dobija se sljedeéi diskretni model
z((k+1)T) = Agxe(kT) + Bau(kT) + dq(kT), (8.4)
gdje su
T
Ayj=eT, B;= / eA"dr B, dq=d,+ds+dp+ukT), (85)
0
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T
= At —7)dT
dv_/o AT D ((k+ )T — 7) dr,
dy = /OT ATAA((k+ 1T — 7)a((k + 1)T — 1) dr,
dp = /OT ATAB((k + 1)T) dr.

Ako je par (A, B) kontrolabilan, tada ¢e i par (Ag, By) biti kontrolabilan za
najveéi broj odabranih perioda uzorkovanja T'. U postupku diskretizacije, objekat
moze za neke periode uzorkovanja postati neminimalno fazni. Ipak, nadalje
¢e se smatrati da je frekvencija uzorkovanja izabrana tako da diskretni model

sistema ostaje minimalno fazni.

Period uzorkovanja T obi¢no treba da se bira sto manji. Kada je T malo,
svaka funkcija razlozena u Tejlorov red po stepenima T moze se aproksimirati

zadrzavajuéi sve ¢lanove reda do zakljuéno s T2.

U [47] pokazano je da diskretno upravljanje u(kT') je diskontinualno ako je
Vu(kT) = O(1), kontinualno za Vu(kT) = O(T), i glatko ako je Vu(kT) = O(T?),
gdje je V operator razlike unazad (eng. Backward Difference Operator) definisan
kao Vu(kT) = u(kT) — u(kT —T).

Ako poremecaji u vremenski kontinualnom domenu ispunjavaju uslove inva-
rijantnosti, to ne znaci da ¢e ih ispunjavati i u vremenski diskretnom domenu,
jer se kolo zadrske ne primjenjuje za poremecaje, ve¢ oni djeluju kontinualno na
objekat, dok se upravljanje objekta diskretizuje i nepromjenljivo je unutar perioda
uzorkovanja kT < t < (k + 1)T. Ipak, odgovarajuca greska je reda O(12), ako se
koristi estimator poremecaja [48]. S tog stanovista, potrebno je koristiti $to manji
period uzorkovanja, sto nije problem kod modernog digitalnog hardvera imajuéi u

vidu da su upravljani objekti u industriji uglavnom sa sporom dinamikom.

Zadatak upravljanja je da sistem nakon konacCnog, sto je moguée kraceg, vre-
mena, dovede stanje sistema «(t) iz bilo kojeg polaznog polozaja (0) u stanje
ge(x(kT)) = 0 1 drzi ga u tom stanju ili u njegovoj okolini. Po pretpostavci,
ge(x(kT)) = 0 predstavlja kliznu povrs ¢ija je dinamika stabilna i s tom dinami-
kom se identifikuje kretanje objekta, poslije kraceg vremena dosezanja. Postoji
klasa sistema upravljanja s nultim vremenom trajanja dosezanja gg(x(kT)) = 0.

O toj klasi sistema s tzv. integralnim KR biée rije¢i naknadno.
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8. Projektovanje regulatora zasnovanog na diskretnom KR

Ako je klizna promjenljiva gg(x(kT)) = 0 linearna funkcija koordinata stanja
sistema, dosezanje nultog stanja ravnoteze ostvaruje se asimptotski. Takode, u
savremenoj teoriji postoji i klasa sistema promjenljive strukture s KR u kojima se

e(kT) = 0 ostvaruje u kona¢nom vremenu, umjesto asimptotski.

Ovdje se razmatra samo klasa sistema s asimptotskim dosezanjem stanja rav-
noteze. Pri tome treba imati u vidu sisteme viseg reda, jer se u sistemu prvog
reda e(kT) = 0 ostvaruje za kona¢no vrijeme, sto se klizna povrs identifikuje

koordinatnim pocetkom, a do nje se po definiciji doseze u kona¢nom vremenu.

Zadatak upravljanja je da stanje sistema x(t) dostigne Zeljenu referencu r(kT).
U cilju ostvarivanja zadatka upravljanja, neka je uvedena povratna sprega po
stanju sistema i formiran model sistema upravljanja u prostoru stanja greske

upravljanog sistema, definisan na sljede¢i nacin:
e(kT) = x(kT) — r(kT), (8.6)
e((k+1)T) = Agze(kT) + Bgu(kT) + dqg(kT) + Agr(kT) — r(ET +T), (8.7)
gdje je m(kT) zeljena vrijednost stanja objekta.

Vrlo ¢esto se analiziraju sistemi autonomni u odnosu na referentni signal (sistemi
tipa regulatora) kod kojih vrijedi r(k7T') = 0. U tom sluc¢aju, matematicki model

sistema upravljanja u prostoru greske sistema ({8.7)) se poklapa s modelom objekta

upravljanja (8.4)).

Prema tome, nadalje ¢e se razmatrati zadatak upravljanja za dinamicki sistem

opisan matematickim modelom
x(k+1) = Agx(k) + Bau(k) + da(k), (8.8)

i kliznom promjenljivom

ge(z(k)) = 0. (8.9)

U daljem tekstu ¢e biti izostavljano T" u notaciji k7" ili (k + 1)7T', ili ¢e umjesto
*(kT) biti pisano .

Nadéi upravljanje u(k) koje ¢e stanje sistema iz & (0) prevesti u stanje g(x(k)) = 0,

za konacan broj perioda uzorkovanja k* (0 < k* < 00).
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8.2. KR i kvazi-KR u diskretnim sistemima

U ovom odjeljku, data je definicija diskretnog KR i diskretnog kvazi KR za sisteme
opisane modelom i . Rigorozno posmatrajuci, nije moguce ostvariti KR
kao kod vremenski kontinualnih sistema ve¢ samo kvazi KR ¢ak i u idealnom slucaju
kada nema poremecaja koji djeluje na sistem. Zbog diskretnog upravljanja koje je
konstantno unutar perioda uzorkovanja, a objekat koji je vremenski kontinualan
ima konstantno upravljanje izmedu trenutaka uzorkovanja, njegova trajektorija
kretanja ¢e odstupati od zadate trajektorije (vidjeti sliku .

(a) kontinualni vremenski domen (b) diskretni vremenski domen

40 40
0.15 0.15
0.1 — 0.1
30 . 30 +
0.05 0.05
— 0 — 0
E 20 H 1 1.5 24 2 201 1 1.5 2
= =
10 ¢ . 10 ¢
——T=0,10s
— T —0,25s
0 0 ' ' '
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 8.1. Klizna promjenljiva diskretnog sistema drugog reda u vremenski kontinualnom
domenu i diskretnim trenucima uzorkovanja

Pod idealnim diskretnim KR podrazumijevamo takvo kretanje diskretnog sistema
kada mu stanje u trenucima uzorkovanja ispunjava relaciju . Prema [50], kvazi
KR je takvo kretanje diskretnog sistema upravljanja u kome kada trajektorija
kretanja sistema prvi put presijece povrs gg, nadalje ¢ée je uvijek presijecati u
svakom narednom trenutku uzorkovanja i pri tome Sirina oblasti kretanja oko

klizne povrsi se nece uvecavati.

Drugi autori imaju manje stroge zahtjeve u odnosu na kretanje u kvazi KR.
Oni ne zahtijevaju obavezno presijecanje klizne promjenljive u svakom periodu
uzorkovanja, ve¢ je vazno da kretanje stanja sistema ostane u okolini klizne povrsi

s unaprijed zadatim opsegom odstupanja.
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8. Projektovanje regulatora zasnovanog na diskretnom KR

U [53], kvazi-klizno kretanje stanja sistema u zadatoj e-okolini klizne povrsi
gr = 0 je takvo kretanje sistema u kojem kada stanje ude u e-okolinu vise je ne

napusta, tako da vrijedi
lge(k)l <e, (8.10)

gdje je € pozitivna konstanta koja definise Sirinu zone kvazi KR.

U skladu s prethodnim, nije neophodno da trajektorija kretanja sistema obavezno
presijeca kliznu povrs, veé je vazno da ostane u zadatoj e-okolini, a to znaci da
se moze zadrzati samo s jedne strane klizne promjenljive. Takvo kretanje je bez
treperenja u upravljanju. Neki autori smatraju da takvo kretanje ne pripada KR,
u smislu klasi¢ne definicije klizanja kod kontinualnih sistema, kada je neophodno
da postoje sile koje su suprotnog znaka te djeluju s obje strane klizne povrsi.

Postoje jos mnogi pristupi kod definisanja diskretnog KR. Ovdje vrijedi spo-
menuti definiciju iz [44] gdje diskretni KR predstavlja takvo kretanje da ako je
x(k*) € gg, tada ¢e

z(k* +j) € gg, Vj€NT. (8.11)

Ovako definisano kretanje odreduje idealni diskretni KR koji je jedino mogué
u nominalnom sistemu (d(¢t) = 0) ili u sistemu s konstantnim poremecéajem i
estimatorom poremecaja.

U svakom slucaju, nezavisno od definicije KR, trajektorije kretanja sistema,
u periodima izmedu trenutaka uzorkovanja, nalaze se u bliskoj okolini odnosno
definisanoj oblasti klizanja u okolini gg = 0. S tog stanovista definicija opisana
obuhvata sve ostale definicije kako kvazi-kliznog tako i idealnog diskretnog
KR.

8.3. Uslovi stabilnosti diskretnog KR

Za stabilnost diskretnog sistema upravljanja, opisanog modelom i , pod
uslovom da ima stabilan kvazi-KR, neophodno je dovesti stanje sistema u oblast
klizanja iz bilo kojeg pocetnog stanja x(0) i odrzavati stanje sistema u definisanoj
€ — okolini klizne povrsi bez obzira na djelovanje ograni¢enih poremecaja. Za
ispunjenje ovih zahtjeva, kao i kod vremenski kontinualnih sistema s KR, postoji
nekoliko pristupa nazvanih komutacionim semama [50]. U odjeljku objasnjena
su ¢etiri nac¢ina organizovanja KR koji vrijede i kod kretanja diskretnog sistema u
KR.
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U daljem izlaganju, smatrace se da je primijenjena tehnika rasprezanja na
potpuno nezavisne sisteme, pa ¢e paznja biti posveéena sistemima sa skalarnim
upravljanjem, odnosno sistemima s jednim ulazom i jednim izlazom. Takode,

zeljena klizna povrs bice oznacavana s g(x).

Posmatrat ¢e se dva slucaja:
e prvo, potpuno autonoman sistem bez poremecéaja (d(t) = 0),

o sistem s poremecajem (d(t) # 0), koji ukljucuje vanjski poremecaj i promjenu
parametara objekta upravljanja uz uslov da poremecaj pripada prostoru

upravljanja, odnosno da ispunjava uslove invarijantnosti.

U opstem slucaju, kretanje diskretnog sistema s KR moze se dekomponovati u
tri faze: fazu dosezanja kvazi KR, fazu kvazi KR i stacionarno stanje. Moguca je i
druga klasifikacija: faza dosezanja, faza komutacije i faza treperenja. Navedene

faze mogu biti definisane na sljedeéi nacin:

e Diskretni sistem s KR je u fazi dosezanja KR ako vrijedi:
sign(g(k + 1)) =sign(g(k)), k€ (0,k%), (8.12)

lg(k + 1) <lg(k)]. (8.13)
o Diskretni sistem s KR je u fazi kvazi KR (faza treperenja) ako vrijedi

sign(g(k + 1)) = —sign(g(k)). (8.14)

e Diskretni sistem s KR je u stacionarnom stanju ako se stanje sistema nalazi

u zadatoj € — okolini ravnoteznog stanja sistema sto je koordinatni pocetak.

Iz prethodnog, a sa ciljem boljeg razumijevanja buduéih izlaganja, pojam cik-cak
KR je pojava definisana u [50]. Kvazi KR je kretanje definisano sa , a
diskretni KR je kretanje definisano sa (8.11)).

Stabilnost diskretnog sistema s KR analizirana je u [42], gdje je pokazano da je
g(x) stabilno u odnosu na sistem i (8.3), ako i samo ako je g(x) stabilno i

atraktivno.
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8.4. Uslovi privlacnosti g(x) u vremenski diskretnom

domenu

Za sistem upravljanja u vremenski kontinualnom domenu, opisan relacijama (8.1))—
, za slucaj sistema s jednim ulazom g(x) je privlacno ako je ispunjen sljedeéi
uslov

g(x)g(x) < 0. (8.15)

Ovaj uslov je predlozio Dolgolenko (vidjeti [41]), a dobija se na osnovu primjene
teorije stabilnosti Ljapunova za model sistema u prostoru klizne promjenljive, ¢ije
nulto stanje ravnoteze oznacava i privlacnost (atraktivnost). Koristeéi funkciju
Ljapunova

Vig) = 5o (5.16)
i zahtijevaju¢i da njen izvod duz trajektorija kretanja sistema bude negativno

definitna funkcija, dobija se uslov (8.15]).
U ranijoj fazi razvoja vremenski kontinualnih KR, umjesto (8.15)) sljedeéi uslovi:

lim ¢ <0, lim g >0, (8.17)
g—0t g—0—

su iskljuc¢ivo koristeni. Zbog toga su, i u prvoj fazi razvoja diskretnih KR, uslovi
privlacnosti klizne promjenljive (8.15)) i (8.17) prevedeni u diskretni domen kao
133, 38]:

g(x)Ag(z) <0, lim Ag < 0, lim Ag > 0, (8.18)
g—0t g—0—
gdje je
Ag(k) =g(k+ 1) — g(k). (8.19)

Dok su uslovi globalni, uslovi su lokalni. Prema tome, uslovi
(8.15)) su dovoljni uslovi stabilnosti KR u vremenski kontinualnom domenu, jer oni
uklju¢uju i lokalne . Nasuprot tome, uslovi su samo potrebni ali ne i
dovoljni uslovi stabilnosti [36]. Oni ne garantuju stabilnost diskretnog kvazi KR
po definiciji . Da su uslovi zaista potrebni uslovi, pokazano je u [39].

Koristeci funkciju Ljapunova oblika
V(k) = lg(k)l, (8:20)
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potrebni i dovoljni uslovi stabilnosti diskretnog kvazi KR se dobijaju u obliku [36]

lg(k + D] < [g(k)]- (8.21)

Posljednji uslov se moze dekomponovati na dvije nejednacine [36]:
(9(k+1) — g(k))sign(g(k)) <0, (8:22)

(g(k+1) + g(k))sign(g(k)) > 0. (8.23)

Prva nejednacina u je samo drugi oblik i prema tome definise
potrebne uslove za nastanak diskretnog kvazi KR. Druga nejednacina u ([8.23])
daje dovoljne uslove za nastanak diskretnog kvazi KR. Ova nejednacina takode
ukazuje da ako kvazi KR postoji, tada fazne trajektorije sistema presijecaju kliznu
povrs u svakom periodu uzorkovanja i da distanca fazne tacke od klizne povrsi u
(k + 1)-om periodu uzorkovanja nije veéa od distance u k-tom periodu uzorkovanja.
Uslovi i odreduju maksimalnu i minimalnu vrijednost upravljanja,
koje zavisi od distance stanja sistema od klizne povrsi [54]. Ovi uslovi se mogu

dobiti i primjenom funkcije Ljapunova
V() = g*(k), (8.24)
odakle se dobija
AV (k) = g*(k +1) — g*(k) = (g(k + 1) — g(k)) (g(k + 1) + g(k)) < 0.  (8.25)

Mnozeéi (8.25) s sign?(g) i uzimajuéi u obzir potrebne uslove, dobija se ([8.22)
i (£23).

Uslovi egzistencije diskretnog kvazi KR su dobijeni u obliku

AV (k) = g*(k+ 1) — g*(k) = 2g(k)Ag(k) + (Ag(k))* < 0. (8.26)

Najzad, konvergentni diskretni kvazi KR egzistira na g(x) = 0 ako je [39]:
l9(k +1)g(k)| < g (k). (8.27)
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Uzimajuéi u obzir (8.11)), diskretni KR (idealni) mora ispunjavati sljedeéi uslov
gk+1)=g(k)=0, Vk>k*ecNycCR". (8.28)

Relacija (8.28)) je veoma znacajna za diskretne KR.

8.5. Prikaz metoda upravljanja zasnovanih na dis-
kretnim KR

U ovom odjeljku bi¢e definisan pojam diskretnog ekvivalentnog upravljanja u
diskretnim SUPS s KR.

Pretpostavlja se da u sistemu i postoji moguénost mjerenja poremecaja
i njegove potpune kompenzacije, Sto se u krajnjoj liniji svodi na upravljanje
nominalnim sistemom. Osim toga, pretpostavi¢e se da je klizna promjenljiva

linearna funkcija stanja, odnosno da je klizna povrs zapravo ravan
g(x) = cqx(k), cq€R>" (8.29)

Zadatak je da se dosegne povrs g(x) = 0, iz bilo kojeg pocetnog stanja a(0)
u konac¢nom broju perioda uzorkovanja. Za dati sistem, ovaj zadatak se moze
ostvariti na vise nac¢ina. Najprije ¢e biti prikazane dvije metode koje su nastale dis-
kretizacijom kontinualnih algoritama promjenljive strukture iz prve etape razvoja
SUPS. Metode uslovno nazivamo kvazi-relejnim i relejnim.

Upravljanje kod kvazi-relejne metode se formira na sljedeé¢i nacin
u(k) = — sz\mz(k)\ sign(g(k)), w;>0. (8.30)
i=1

gdje su z;(k) koordinate stanja objekta upravljanja (najcesce izlaz i njegovi dife-
rencijali), a w; pojacanje koje treba da obezbijedi nastanak KR.

Iz izraza se moze zakljuciti da je amplituda signala upravljanja u(k), do dolaska
u oblast klizanja, kontinualna funkcija vremena, a po ulasku u rezim klizanja ona
postaje prekidna funkcija ¢ija ¢e amplituda eksponencijalno opadati do dolaska
u stanje ravnoteze. Kada T' — 0, osobine sistema e teziti osobinama sistema s
kontinualnim KR [31), 32]. Ovdje je vazno naglasiti da ¢e se Zeljeni diskretni kvazi

KR kretanja odvijati u grani¢nom sloju.
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Granicni sloj predstavlja oblast oko klizne povrsi g(k) = 0, odnosno zadata je
kao njena pograni¢na £ — okolina, u kojoj se odvija zZeljeni diskretni kvazi KR

kretanja.

Primjer 8.1

U cilju ilustracije ovog algoritma, ali i svih drugih u ovom odjeljku, bice

razmatran primjer sistema drugog reda ¢iji je objekat upravljanja opisan

sljede¢im modelom [74]:
.fl = T2, Li’g = 521,’1 — 21’2 + u.

Iz modela se vidi da je objekat nestabilan (polovi su s; = 1,44 i s9 = —3.4495).
Minimalno pojacanje povratne sprege koje obezbjeduje stabilnost sistema je
K =5.

S obzirom na to da metoda imitira kontinualni algoritam, pozeljno je da se
izabere Sto je moguée manji period uzorkovanja u procesu komutacije struktura
sistema. Zbog toga, radi ilustracije, bi¢e pokazane osobine sistema pri veéem i
jedinstvenom (uniformnom) periodu uzorkovanja 7' u upravljanju i procesu
komutacije struktura, a zatim kada je perioda komutacije struktura mnogo
manja.

Neka je T' = 0,1s i w; = 10. Tada matrice sistema i klizna promjenljiva
postaju:

3 [1, 0235 0,09139] b [0, 0047]
7 lo,4569 0,8407 | " [0,09139]"

N 210 zi(k)|
g(k) = eq L@ k)] = [10,9875 10,3767} L@ k)] — 0.

Za pocetno stanje x(0) = [2 1]T, dobija se ¢g(0) = 32, 3516.

Na slici [8.2(a) dat je fazni portret sistema (crvena trajektorija) na osnovu
koga se zakljucuje da u sistemu nastaje kvazi-klizni, haoti¢ni, rezim kretanja s
velikim grani¢nim slojem, sto je neprihvatljivo.

U cilju poboljsanja moze se drasti¢no smanjiti period uzorkovanja 7', odrediti
adekvatna klizna promjenljiva, uz uslove dosezanja i stabilnosti. S obzirom

na fleksibilnost sistema za diskretnu obradu informacija moze se postupiti na
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sljeded¢i nacin: zadrzati period uzorkovanja u strukturama sistema 717 = T,

a drasti¢no smanjiti period uzorkovanja u procesu komutacije struktura. To

prakti¢no znaci da treba kliznu promjenljivu s unaprijed datim parametrima

obraditi brze, a takode i D/A konvertor mora raditi na vecoj frekvenciji.

Neka je period uzorkovanja u procesu komutacije struktura 75 = 0.017". Tada,

fazni portret sistema (plava trajektorija) postaje blizak faznom portretu kon-

tinualnog sistema. Na slici b) i ¢) su prikazani odgovarajuéi signali

upravljanja i klizne promjenljive za posmatrana dva slucaja.

(a) Fazni portret

1 T T

T

g =T =0,151T5 = lms .
—T=0,1s
25 1 I 1 I
0 0.5 1 1.5 2 2.5
L1
40
= 30
2 T
g 2
?5' g 20 |
5
g &
< L
i - § 10t
= *
©
< ol
-30 L . L . 1) L . L L .
0 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 8.2. Fazni portret, signal upravljanja i klizne promjenljive za slucaj sistema s
uniformnim periodom uzorkovanja i s razli¢itim periodima uzorkovanja

Kod relejnog algoritma, upravljanje je oblika

u(k) = —asign(g(k)), «a>0.
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Ovaj algoritam je jednostavniji za realizaciju, ali daje veoma slicne rezultate
prethodnom, s tom razlikom sto je amplituda upravljanja ostaje konstantna u toku
cijelog procesa regulacije. Ovo je nedostatak metode sa stanovista pobudivanja

nemodelirane dinamike i energetskih gubitaka.

Navedeni algoritmi nisu nasli Siroku primjenu u savremenoj teoriji i praksi
diskretnih sistema upravljanja s promjenljiviom strukturom. Savremeni sistemi se
zasnivaju na metodi diskretnog ekvivalentnog upravljanja i Gaove metode zakona

dosezanja.

Na osnovu teorije diskretnih sistema upravljanja i ¢injenice da se linearan
kontrolabilan diskretni sistem moze za konacan broj perioda uzorkovanja prevesti
iz jednog stanja u drugo stanje, doslo se na ideju da se klizna povrs dosegne za

jedan period uzorkovanja [42]. Ovo s moze matematicki zapisati relacijom

glk+1)=cqr(k+1) = cgAgx(k) + cgbgu(k) = 0. (8.32)

Rjesavajudi (8.32)) po u(k), pretpostavljajuéi c¢gby # 0, dobija se:

u(k) = uP(k) = —(cgbg) ' caAgz (k). (8.33)

Dobijeno upravljanje nazivamo vanjskim upravljanjem u*P ili upravljanjem
dosezanja.

Dalje, posto je u jednoj periodi diskretizacije dosegnuto stanje g = 0, cilj je da
se to stanje sistema i dalje zadrzi. Zbog toga treba odrediti potrebno upravljanje,
koje ¢e biti nazvano unutrasnjim upravljanjem u*" ili ekvivalentnim upravljanjem

Ueq. Koristedi relaciju g(k + 1) = g(k), moze se pisati
chda:(k‘) + cgby u(k:) = de(k‘ + 1), (8.34)
odakle se dobija

u(k) = u" (k) = ueq(k) = —(caba) " [caAaz(k) — cqz(k + 1)]. (8.35)

Posljednje upravljanje drzi stanje na g(k) = 0 za Vk > 1. Prema tome, ({8.35) je
identi¢no ([8.33]), tako da se moze zakljuéiti da u diskretnom linearnom sistemu
promjenljive strukture upravljanje dosezanja i ekvivalentno upravljanje su identi¢ni

i ¢ine jedinstveno upravljanje.
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Ovo nije slucaj kod kontinualnih sistema promjenljive strukture, gdje ekviva-
lentno upravljanje ne moze samostalno dovesti sistem u klizanje veé zahtijeva

dodatno upravljanje dosezanja.

Dakle,
' (k) = (k) = tieg (k) = —(caba) ' caAam(k). (8.36)

Zamjenjujuéi (8.36]) u (8.8]) dobija se diferentna jednac¢ina koja opisuje stanje

nominalnog diskretnog sistema promjenljive strukture s KR
x(k+1) = [Ag — ba(caba) ' caAg]x(k), (8.37)

gdje matrica
A= Ad — bd(Cdbd)_lchd (8.38)

odreduje sopstvene vrijednosti (polove) diskretnog sistema u KR.

Iz (8.37)) treba uoditi da se skaliranjem (proporcionalnim smanjenjem (poveéa-
njem) svih elemenata vektora ¢, istim faktorom) ne mijenjaju sopstvene vrijednosti

matrice (8.38]) Sto ¢e Cesto biti koristeno.

Upravljanje (8.36) kao jedinstveno upravljanje dosezanja i ekvivalentno uprav-
ljanje, tj. klizno upravljanje, ima nedostatak velike vrijednost u rezimu dosezanja
klizanja. Naime, vrijednost upravljanja je utoliko veca ukoliko je stanje sistema

dalje od klizne povrsi i sto je manji period uzorkovanja T'.

Da bi se pokazao ovaj nedostatak, koriti¢e se diskretni model sistema u tzv. §
— domenu, koji se dobija na osnovu Ojlerove aproksimacije diferencijala. Postoji
jednoznacna transformacija parametara iz diskretnog sift-domena u  — domen,

koja je data sljede¢im relacijama:

Ag =1+ AT, by = Tby, cqg= (8.39)

[
T
Zamjenjujuéi Ag, bgicgs Ag, bs i cs u (8.36]) dobija se

Ueg (k) = —(c(;bg)_l%(I T Ag)z(k) = —(cébg)—l(% + s Ag)a(k).  (8.40)

154



8.5. Prikaz metoda upravljanja zasnovanih na diskretnim KR

Iz (8.40) jasno se vidi da ekvivalentno upravljanje, u é—domenu, sadrzi dvije
komponente. Prva komponenta je obrnuto proporcionalna periodu uzorkovanja 7',
pa za male periode uzorkovanja ekvivalentno upravljanje postaje ekstremno veliko

i problemati¢no u praksi. Treba primijetiti i jednac¢inu

gs()

cqAqx(k) = %m(k‘) + csAsx(k) = + cs Asx (k). (8.41)

U KR je gs(x) = 0, pa ekvivalentno upravljanje u é—domenu postaje

udy(k) = —(csbs) " es Asx(k) = —csAsx(k), (8.42)
ok (x) (x)
5 _ _ -195\T 95z

ug = —(esbs) " T T (8.43)

ima ulogu upravljanja dosezanja, koje postaje jednako nuli u trenutku uspostavlja-

nja klizanja.

S obzirom na to da upravljanje dosezanja moze biti nedopustivo veliko, potrebno
je uvesti odgovarajuca ogranic¢enja na upravljanje. Neka je uvedena zona oko

klizne promjenljive g(x) definisana na sljedeéi nacin
lg(z)] < o € RT, (8.44)

i nelinearno upravljanje

i) — {uo<k>, 9(@)| > o, 5.15)

ueq(k), |9(@)| <o

Ovaj tip nelinearnog upravljanja moze imati razli¢ite realizacije. Tako, na

primjer, u [44] je predloZeno upravljanje
uo(k) = —(caba) ! (cgAqzx (k) — Bg(k)), B> 0. (8.46)

koje e se ka zoni klizanja (8.44])) veoma sporo priblizavati.

Zbog toga se u [49] predlaze

uo(k) = —(cgba) ' (caAqz (k) — ag(k) + Bsign(g)). (8.47)
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Birajuéi potrebne vrijednosti o i § u (8.47) moguce je definisati potreban broj
perioda uzorkovanja do dolaska na izabranu oblast u okolini povrsi klizanja.
Ogranicenje amplitude signala upravljanja u(k) moguce je ostvariti i mnozenjem
ekvivalentnog upravljanja, koje takode moze biti veliko pri samom startu kretanja
. 1 .. c .
sistema, faktorom TFalg(h)]" Tada se dobija upravljanje

uo(k) = —(cdbd)*l( caAqz (k) + ﬁsign(g(k))), (8.48)

1
1+ alg(k)]

¢ija vrijendost amplitude je smanjena u rezimu dosezanja dok njegova vrijednost
u KR ostaje nepromijenjena. Izborom /5 moze se podesavati Sirina kvazi-kliznog
pojasa. Na slici su prikazani signali upravljanja i klizne promjenljive za
algoritam pri razli¢itim vrijednostima parametra «i § = 0,1. Uocava se
efikasnost smanjenja amplitude signala upravljanja u rezimu dosezanja dok njegova
vrijednost u kliznom rezimu ostaje nepromijenjena. Izborom 5 moze se podesavati

sirina kvazi-kliznog pojasa.

10 T T T T 40 T T T T
0.5
s h
2 E
=1 2
=, £
= o -0.5
z B 20 0 2 4
A <
= :
© i
@ 10 H
0 e - -
5 0 1 2 3 4 5
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 8.3. Signali upravljanja i klizne promjenljive sistema s upravljanjem (8.48]) za
razli¢ite parametre § =0,117T =0, 1s.

Medutim, treba imati u vidu da svaki objekat upravljanja ima prirodna ili
neka tehnicka ogranicenja po pitanju amplitude signala upravljanja, pa je c¢esto
potrebno unijeti ogranicenja tipa zasi¢enja (saturacije). Tada upravljanje poprima

oblik [52]:

Ueq(h)
ui(k) = Uoruckimyr: eq(K) > Us,
Ueg(k),  tueg(k) < Us.

(8.49)

gdje je U, maksimalna dozvoljena vrijednost upravljanja za dati sistem.
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U [52] je pokazano da je s upravljanjem klizna povrs atraktivna. U tom
slucaju brzina dosezanja klizanja je maksimalna moguca za dati sistem. Kada
sistem ude u linearnu zonu, djeluje ekvivalentno upravljanje i sistem ¢e za jedan
period uzorkovanja dospjeti na kliznu povrs. Upravljanje (8.49)) je s grani¢nim
sektorom. Sli¢no se koristi i kod upravljanja kontinualnim sistemima u cilju
eliminacije treperenja. Osnovna razlika izmedu upravljanja i jeu
tome Sto sistem ,0stro“ ulazi u rezim klizanja, dok ima ,blazi* ulazak
u klizanje $to moze imati prednost.

Na slici su prikazani signali upravljanja i klizne promjenljive sistema iz
primjera s upravljanjem bez ogranicenja i s ograni¢enjem U, = 15.
Uocava se efikasnost smanjenja amplitude signala upravljanja u rezimu dosezanja

dok njegova vrijednost u KR ostaje nepromijenjena.

0 T T 40 T
0.5
-10 I
< 30 0
2 g
=70 £ 05
3 % 20 0 2 4
) g
= -30 2
= =
< 0l
-0 Bez ogranicenja |
S ograni¢enjem
-50 - - - - 0 ' ' ' '
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 8.4. Signali upravljanja i klizne promjenljive sistema s upravljanjem (8.49) za
razli¢ite parametre U, i T'= 0, 1 s.

Upravljanje ima jedan nedostatak pa se ne preporucuje za primjenu u
upravljanju nestabilnim objektima. Naime, kad je sistem u zasi¢enju, povratna
sprega ne funkcionise a objekat je s konstantnim ulazom koji ga ne vodi ka zeljenoj
poziciji.

Sljedeéi nacin upravljanja s graniénim sektorom predloZen je u [55] za sisteme

opisane u § — domenu. Kada se prevede u sift-domen, upravljanje postaje

(k) = —(eaba) " (eadam(k) — g(k) + min{lg(k)|.o + Tqlg(k)|} )sign(g(k)).
(8.50)

gdje su o > 01 ¢ > 0 proizovljno odabrani parametri.
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Slika 8.5. Signali upravljanja i klizne promjenljive sistema s upravljanjem (8.50)) za
razli¢ite parametre o i ¢ pri T =0, 1 s.

Signali sistema iz primjera s upravljanjem u funkciji parametara o
i g dati su na slici iz kojih se vidi da su algoritmi i u rezimu
klizanja isti, bez treperenja u upravljanju u nominalnim uslovima. Osnovna razlika
se sastoji u tome sto je algoritam strogo ogranic¢en parametrom U,, dok
u slucaju kod algoritma , upravljanje ne mora uvijek da bude monotono
opadajuce. Algoritam jednostavno se transformise u algoritam .

U [38], Furuta je predloZio algoritam upravljana definisan sljede¢im relacijama:
u(k) = ueg(k) — (1 = vo)g(k) — va(k), ¥ = 1 2. ¥n], (8.51)

g, za sz(k)g(k) < _61'7
i =40, za —0; <z(k)g(k) < d;, (8.52)
—e, za xi(k)g(k) > 0,

0<thp<1le>0, (8.53)

0i = 0,5¢(1 = 1o) " |zi (k)| Y _ | (K)]. (8.54)
j=1

Odgovarajuéi signali za ovaj tip upravljanju na sistemu iz primjera [8.1] su
prikazani na slici Ovdje, kvazi KR ostaje u domenu koji se ne poklapa s

kliznom povrsinom, ali je veoma blizu nje. Samo upravljanje takode nije prekidnog

tipa.
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Slika 8.6. Signal upravljanja i klizne promjenljive sistema s upravljanjem (8.51))-(8.54)
uz parametre ¥, =0,5ie=0,5priT =0,1s

Drugi, radikalniji pristup u oblikovanju upravljanja i u rezimu dosezanja, pred-
lozio je Gao u [50], pod nazivom metoda zakona dosezanja (eng. Reaching Law
method) na osnovu koje se kontrolise i dinamika sistema u rezimu dosezanja i u

KR. Predlozeni zakon dosezanja je oblika
Ag(k) = —qTg(k) — eTsign(g(k)), (8.55)

gdjesue >0,q¢>0il—qgT > 0 proizvoljno odabrani parametri.

Algoritam (8.55)) uvijek obezbjeduje dosezanje klizne povrsi. Brzina dosezanja
se reguliSe izborom parametara ¢, dok sirina kvazi KR (cik-cak rezima) zavisi od

sva tri parametra ¢q, e i T'.

Zamjenom Ag(k) = g(k+ 1) — g(k) u , dobija se dinamika prekidacke

funkcije opisana kao

g(k+1)=(1-qT)g(k)+eTsign(g(k)). (8.56)

Za ovaj pristup, upravljanje se odreduje na nacin da se g(k+1) iz (8.56)) izjednaci
s g(k 4+ 1) odredenim u relaciji (8.32)).
Na ovaj nacin dobijena jednacina, rjesava se po u(k) i dobija se upravljanje

oblika
u(k) = —(caba) " (cadam(k) — (1 — qD)g(k) +eTsign(g(k))).  (8.57)
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Da bi se odredila maksimalna Sirina grani¢nog pojasa pretpostavlja se da je sistem
bio u stanju g(k) < 0 na granici pojasa ¢ije dimenzije treba da se odrede. Prema
zahtjevu, sistem mora da presijece kliznu povrs u datom periodu uzorkovanja,
sto znaci da je g(k + 1) > 0, ali se prakti¢no nalazi u polozaju g(k + 1) ~ 0.
Zamjenjujuéi u lijevu stranu s nulom, moze se dobiti ogranicenje

T
9(e(k)| < 2. (5.5%)
U ustaljenom stanju, cik-cak rezim kretanja je simetrican u odnosu na kliznu
povrs, a to znadi da je |g(k + 1)| = |g(k)].
Za sistem iz primjera [8.1], na slici [8.7] su prikazani signali upravljanja i klizne
promjenljive s detaljem u ustaljneom stanju za razlic¢ite vrijednosti parametare ¢ i

q pri T'=0,1s. Jednostavno se moze pokazati da granicni pojas kretanja sistema
u kvazi KR zadovoljava relaciju (8.58)).
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Slika 8.7. Signali upravljanja i klizne promjenljive sistema s upravljanjem (8.57) za
razli¢ite parametre € i ¢ pri T'= 10, 1 s.

Bartosevi¢ u [53], koristeéi algoritam , uvodi dodatnu kontrolu rezima
dosezanja, primjenom promjenljive po diksretnom vremenu klizne povrsi gq(k)
definisane Zeljenim brojem k* perioda uzorkovanja T za koji se doseze povrs
klizanja g4(k) u obliku:

g(O) 5 dmax - dmin

ga(k) = (1- %)9(0), W<Qs da=—"5— (8.59)

gdje su dpax 1 dmin maksimalna i minimalna vrijednost poremecaja.
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Strategija upravljanja je definisana relacijom:

ok +1) = dK) — dy + galle +1), d, = S,
k-1 (8.60)
u(k) = —(caba) ! (cadam(k) = galk +1) +do) + > (9(5) = 9a(5))-

=1

Na slici [8.8] dati su signali upravljanja i klizne promjenljive za sistem upravljanja
objektom iz primjera primjenom upravljanja (8.60) u nominalnim uslovima i

k—1
> (9(5) — 9a(4)) = 0, za tri razlicite vrijednosti k*. Moze se uoc¢iti jednostavna

Jj=1
, . oy . S . ,
moguénost smanjenja veli¢ine signala upravljanja izborom odgovarajuceg k*. Na

slici desno su prikazani signali klizne promjenljive za odabrane vrijednosti parame-
tra k*. Primjenom kompletnog upravljanja, u nominalnim uslovima, postiZze se
veéa tacnost u praéenju zeljene klizne promjenljive i u kompenzaciji poremecaja.
Ovim algoritmom upravljanja se ulazi u probleme kompenzacije poremecaja. O

tim problemima bice rijeci kasnije.
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Slika 8.8. Signali upravljanja i klizne promjenljive sistema s upravljanjem (8.60)) za
razli¢ite parametre k* pri T =0,1s

Pocetna vrijednost upravljanja kod algoritama Gaoa i Bartosevi¢a moze dodatno
umanjiti na nacin kao u i , a to je mogudée i u drugim algoritmima.
Osim toga, treba reéi da se u algoritmima i moze dodati komponenta
Bsign(g(k)), kao u algoritmu (8.47). Tada ovi algoritmi u KR imaju karakter

kretanja kao u Gaovom algoritmu. Takav pristup se preporucuje pri djelovanju

poremecaja.
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Na kraju, moze se zakljuciti da je Gaov metod zakona dosezanja [50] bazi¢na
metoda upravljanja zasnovana na diskretnim KR. Sve do sada poznate metode
organizacije diskretnih kvazi KR mogu se posmatrati kao posebni slucajevi ove
metode dosezanja [I121]. U sljedeé¢em odjeljku bi¢e pokazani primjeri algoritama

koji se lahko izvode iz Gaovog zakona dosezanja.

8.6. Detaljna analiza Golovog algoritma

U ovom odjeljku ¢e biti pokazano da se algoritam predlozen u [55], moze
izvesti iz Gaovog algoritma (8.57) [50]. U tom cilju transformise se algoritam
upravljanja iz Sift-domena u 6 — domen primjenom relacija i ima
oblik

u(k) = —(c§ bs) " (] Asm(k) + qgs(k) + e Tsign(gs(k)).  (8.61)

U algoritmu (8.50) odsustvuje cik—cak rezim kretanja jer u zoni klizanja djeluje
samo ekvivalentno upravljanje i vazi sljedeca relacija

1
cl Aqx(k) = et Asx(k) + ng(k), (8.62)

jer sign komponenta u (8.50)) je uvedena samo iz razloga pogodnijeg matematickog
zapisivanja, ali ne djeluje kao prekidna funkcija. Za € = 0, upravljanje (8.61)) je

u(k) = —(cjbs) " (e Asa(k) +qg5(k)), 0<q<%. (8.63)

Gao iskljucuje ¢ = % jer ne ispunjava njegovu definiciju zakona dosezanja da
fazna trajektorija mora, u svakom periodu uzorkovanja 7', presijecati gs(x) = 0.
Za q= %, i u idealnim, nominalnim uslovima, u sistemu, ako stanje dode u poziciju
gs(k) = 0, tada ¢e sign(gs(k)) = 0 i ta komponenta upravljanja u nema
uticaja bez obzira na . Medutim, u realnosti, zbog rezolucije A/D konvertora

uvijek ¢e se dolaziti do cik—cak rezima kretanja i za ¢ = % ie#£0.

U (8.63)), za ¢=0 upravljanje se svodi na ekvivalentno upravljanje u § — domenu
ust = (cl'bs) ™t el Asz(k), koje kao i ekvivalentno upravljanje u kontinualnom

domenu ne moze da dovede sistem na kliznu povrs ni za nominalni slucaj.
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Za0<qg< %, stanje sistema e se asimptotski priblizavati kliznoj povrsi utoliko
brze ukoliko vrijednost g — % Za q= %, sistem ¢e doci u stanje na gs = 0 i to za
jedan period uzorkovanja.

Prema tome, Gaov zakon dosezanja, zbog prekidne komponente upravljanja
eT'sign(gs(k)), obezbjeduje da stanje sistema dosegne gs(k) =0iza 0 < ¢ < %,
za konacno vrijeme, ali ne u trenutcima uzorkovanja, veé¢ izmedu sukcesivnih
trenutaka uzorkovanja. Nasuprot tome, algoritam obezbjeduje da stanje
nominalnog sistema, u trenutku uzorkovanja, bude na kliznoj povrsi. U Gaovom
algoritmu dominantni uticaj na brzinu dosezanja ima parametar ¢, ali i € ima
svoj doprinos. Po analogiji s algoritmima u kontinualnom domenu, i za ¢=0, uz
adekvatan izbor € moze se ostvariti cik-cak rezim kretanja.

Osnovna ideja u algoritmu je da se tokom dosezanja mijenja vrijednost
parametra ¢ i time uti¢e na brzinu dosezanja i veli¢inu signala upravljanja. Da
bi se dostiglo stanje gs = 0, na zavrsnoj etapi dosezanja mora biti ¢ = % Pri
tome se sistem najbrze kreée, pod uticajem , u kome dominantni uticaj ima
komponenenta gs5/T za veliko pocetno stanje gs(0). Ovo upravljanje moze imati
jako velike vrijednosti koje Cesto prekoracuju fizicke limite sistema. Zbog toga je
potrebno razmotriti moguénosti ogranicenja uticaja ove komponete na ukupno
upravljanje. U teoriji postoje sljede¢i naéini ogranicenja vrijednosti upravljanja i

podesenja brzine dosezanja gs = 0:

1. Ogranic¢avanje ukupnog upravljanja limitatorom, sto je uradeno u algoritmu

koji je predlozio Bartolini i ostali [52]
u(k) = saty, (~(c§ bs) " (c§ Asm(k) + % g5(k))), (8.64)
gdje sat,, predstavlja saturacionu funkciju definisanu kao

vo sign(x), za |z| > v,,
saty, (z) = v, € RT.
z, za |z| < vy,

Upravljanje u prvoj etapi dosezanja ima konstantnu vrijednost odre-
denu saturacionom funkcijom. Po izlasku iz saturacije, trajektorija sistema
¢e za jedan period uzorkovanja dospjeti na stanje gs = 0. Nazalost, se
ne moze primijeniti za upravljanje nestabilnim objektima ako pocetni uslovi

dovedu sistem u saturacioni rezim.
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S obzirom na (8.62)) ovaj algoritam je samo drugaciji oblik zapisivanja algo-

ritma (8.49)).

Ogranic¢iti komponentu gs/7T primjenom saturacionog elementa na sljedeéi

nacin

u(k) = —(c3 bs) ™ (] Asm(k) + saty,(2)). (8.65)

Poslije izlaska iz saturacionog rezima, stanje sistema ée za jedan period
uzorkovanja dospjeti na gs = 0. Upravljanje tokom dosezanja se mijenja, jer
je komponenta § — ekvivalentnog upravljanja ug? bez ogranicenja i moze se

primjenjivati u slucaju upravljanja nestabilnim objektima.

U prvoj etapi dosezanja smanjiti intenzitet komponente dosezanja izborom
q iz opsega 0 < q < % Kada se dostigne unaprijed zadat vektor u okolini

gs = 0, postaviti vrijednost ¢ na %

u(k) = —(c5 bs) " (c§ Asz(k) +¥(k)), (8.66)

W(k) = ]3; weRY, 0<y<1. (867

U ovom algoritmu, kao i u prethodnim, po dosezanju stanja |gs(k)| < v,

stanje sistema u jednom periodu uzorkovanja doseze stanje g5 = 0.

U algoritmu (8.50]), kao i u (8.66|), kretanje ka gs = 0 kontrolise se na
osnovu parametra ¢, ali se njemu, kada je u opsegu 0 < ¢ < 1/T dodaje

konstantni parametar o > 0 tako izabran da vrijedi o + ¢gs(0) < ¢5(0)/T,
odnosno o + v¢5(0)/T < g5(0)/T ili 0 < (1 —7)gs(0)/T, 0 < v < 1. U tom
slu¢aju, moze se primijeniti upravljanje , ali je bolje primijeniti sljedeci
algoritam [55]:

u(k) = —(c§ bs) "' (cf Asm(k) + ¢ (k)), (8.68)
»(k) = min {a . |g5;k)’ : |95¥“)| } sign(gs(k)). (8.69)

jer se desavaju blazi skokovi u upravljanju, sto je, sa stanovista sprecavanja

pobude treperenja usljed nemodelirane dinamike, povoljnije.
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5. U upravljanju stabilnim objektima mogu se kombinovati (8.64) i (8.68) na

sljedeci nacin
u(k) = saty,(—(cj bs) " (e} Asm(k) + ¥(k))), (8.70)
gdje 9 (k) je definisano sa (8.69)).

6. Za nestabilne objekte se moze preporuciti kombinacija (8.65) i (8.68)) na

sljedeéi nacin:

u(k) = —(c(;Tb(;)_l(c:;F Asx(k) + ¢(k)), (8.71)

0(k) = min {7+ o 0l Sl i) 872

Na ovaj nacin se moze efikasno ogranicavati preveliko upravljanje doseza-

nja pri velikim odstupanjima pocetnog stanja sistema od zeljene pozicije i

adekvatno priblizavanje zadatoj poziciji bez veéih skokova u upravljanju.

Primjer 8.2

Za ilustraciju algoritama upravljanja u kojim postoji ograni¢enje na upravljanje

tipa saturacije bi¢e koristen objekat opisan modelom
a'cl(t) = xg(t>,

.i‘g(t) = —xl(t) — 2x9 + u(t)

Neka je pocetni uslov z(0) = [2 1], dok je dinamika sistema u diskretnom
KR zadata polovima z; = 01 20 = 0,9. Primjenom postupka izracuna matrica
datog relacijom (8.39), za T'= 0, 1s i ¢sbs = 1, dobija se:

—0, 0468 0,9048] [0,0468
6 — y U5 =

L es=[1,1042 1,0481],
-0,9048 —1,8565 0, 9048

na osnovu Cega se moze izracunati gs(0) = 3.26. Na slici prikazani su
uporedni rezultati za sistem s upravljanjem (8.63), kada je ¢ = 1/T, odnosno

sistemi s upravljanjima (8.64)) i (8.65)).
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8. Projektovanje regulatora zasnovanog na diskretnom KR

5 4
ol
| ®
& 3f
o Or 2
=10 ' 8
& a 2 —
8 &
15+ &
- g
= =
=20} _— {
—— Upravljanje (8.63) =1 |
o5l —— Upravljanje (8.64) | —
Upravljanje (8.65)
-30 : : : 0 |
0 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 8.9. Signali upravljanja i klizne promjenljive sistema s upravljanjem (8.63)),

ESD i §55) g =1/T

Na osnovu upravljanja i rezultata, prikazanim na ovoj slici, zakljucuje se da su

upravljanja (8.64) i (8.65)) veoma jednostavna i da daju efikasno ogranicenje
upravljanja u rezimu dosezanja. Pri tome prednost je na strani algoritma

(8.65) jer upravljanje nije potpuno ograniceno, kao sto je slucaj kod (8.64) i
problematicno za upravljanje nestabilnim objektima.
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Slika 8.10. Signali upravljanja i klizne promjenljive sistema s upravljanjem (8.63])
za ¢ = 1/T, upravljanjem (8.66]) i zay = 0,751 v, = 1, te
upravljanjem (8.68]) i (8.69) za vy =0,51i0 =2

Sa slike se vidi da u trenutku ¢ = 0, 2s, kod sistema upravljanje
naglo pada na nulu, dok kod sistema taj proces ide sporije. Na osnovu
prikazanog moze se zakljuciti da algoritmi upravljanja i imaju
bolje osobine, ali algoritam ima prednost. Zbog toga ¢e se algoritam
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8.7. Diskretni KR u prisustvu poremecaja

upravljanja (8.68) nadalje koristiti, uz napomenu da se na osnovu njega moze
realizovati i Gaov zahtjev da zadata referenca klizne promjenljive bude presije-
cana u svakom periodu uzorkovanja (dodavanjem prekidacke komponente), a

ostvaruje sliéne osobine kao i algoritam Bartosevica.

8.7. Diskretni KR u prisustvu poremecaja

U prethodnim izlaganjima razmatran je nominalni objekat na koji nije djelovao
poremecaj. Sada ¢e biti razmatran sistem s poremecajem opisan modelom (8.5))

koji se, uz pretpostavku da pripada potprostoru vektora upravljanja, zapisuje kao
x(k+1) = Agx(k) + bgu(k) + da(k). (8.73)

Prema metodi ekvivalentnog upravljanja moze se zapisati
u(k) = —(cabg) " (caAgzx (k) + cady(k)). (8.74)

Ako je poremedaj mjerljiv, odnosno poznat, onda nije problem naéi ekviva-
lentno upravljanje i u potpunosti kompenzovati poremecaj, pod uslovom da
podlijeze diskretizaciji.

Medutim, problem je u tome sto se u najveé¢em broju slucajeva poremecaj ne
moze mjeriti ili se ne zna da li ispunjava uslove ograniéenosti u pogledu intenziteta

i frekvencije u odnosu na brzinu djelovanja sistema upravljanja.

Iz (8.73) i (8.74) se vidi da se potpuna kompenzacija moze ostvariti dodavanjem
u upravljanje vrijednosti poremecaja sa suprotnim znakom. Posto poremecaj ne

moze da se mjeri, on se mora kompengzirati na druge nacine.

Standardno, tri nacina se koriste u sistemima upravljanja. Prvi je primjena
velikog pojacanja ispred djelovanja poremedéaja, Sto je i sustina primjene sistema
upravljanja s povratnom spregom. Sistemi upravljanja s promjenljivom strukturom
u KR pripadaju klasi sistema s velikim pojacanjem. Drugi nacin je primjena
integralnog djelovanja za kompenziranje djelovanja poremecaja, jer integralno
djelovanje unosi veliko pojacanje (astatizam) u ustaljenom stanju. Treéi nacin
je primjena estimatora (osmatraca) poremecaja. Estimatorima poremecéaja bice

posvecéeno posebno poglavlje.
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8. Projektovanje regulatora zasnovanog na diskretnom KR

U narednom odjeljku razmatramo specificno rjesenje djelovanja u diskretnim
SUPS s KR. U njima uticaj poremecaja se smanjuje i smanjenjem perioda uzor-
kovanja. Prema tome, u cilju postizanja sto bolje kompenzacije poremecaja na
raspolaganju su nam razli¢ite metode ali i njihova kombinacija.

Nadalje ¢e se ekvivalentnim upravljanjem smatrati samo ekvivalentno uprav-
ljanje racunato na nominalnom sistemu. Najprije se odreduje greska sistema s
ekvivalentnim upravljanjem u prisustvu poremecéaja u kanalu upravljanja, bez
njegove kompenzacije primjenom estimatora ili integratora, kada se poremecaj
moze predstaviti kao dy(k) = bgdg(k), a pretpostavljajuéi da je egbg = 1. Na

osnovu relacije za prekidacku funkciju u sift-domenu

g(k+1) = cqAqz(k) + cgbg(u(k) + dg(k)). (8.75)
Zamjenjujuéi u(k) = u®4(k) = —(cgbqg) "' cqAqz(k) i cgbg = 1, dobija se
gk +1) =dg(k) = cqz(k+1) = %w(k +1) = csx(k) = Tdy(k —1). (8.76)

Prema tome, odstupanje klizne promjenljive od zadate nulte vrijednosti u § —
domenu, odnosno greske sistema, bi¢e srazmjeran periodu uzorkovanja T'. To je
jos jedan nacin smanjivanja uticaja poremecaja kod diskretnih sistema s KR.

Dalje ¢e biti dat kratki osvrti na estimaciju poremecéaja na osnovu nominalnog
diskretnog modela objekta u sistemu upravljanja. Zamjenom k =k — 1 u ,
vrijedi (k + 1) — x(k), (k) = x(k — 1), u(k) = u(k — 1) i dg(k) — dgq(k —1).

Rjesavajuéi ovu jednacinu po dg(k — 1) dobija se
di(k—1)=x(k) — Agze(k — 1) — bgu(k — 1), (8.77)

koje moze biti izrac¢unato u svakom trenutku.

Vrijednost dg(k—1) iz se moze uzeti kao estimirana vrijednost poremecaja
dg(k) koja ¢e biti dobra procjena ukoliko je poremeéaj sporopromjenljiva funkeija
vremena a period uzorkovanja 71" male vrijednosti. Kompenzacija se jednostavno
ostvaruje tako $to se u signalu upravljanja umjesto dgy(k) pise bydg(k).
Koristeci za, Jd(k) i pretpostavku cgbgy = 1, dobija se izraz za upravljanje

u(k) =— (I +cqAq) (k) + Age(k — 1) + bgu(k — 1). (8.78)
koji predstavlja rekuzirvnu formu za izracunavanje upravljanja.
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8.7. Diskretni KR u prisustvu poremecaja

Primjer 8.3

Efikasnost kompenzacije poremecaja na opisani nacin bié¢e ilustrovana na
objektu iz primjera [8.1| kada na njegov ulaz djeluje poremecaj d(t) = h(t —5) +
h(t — 10)sin(rt).
Efekte ponasanja sistema s algoritmom bez poremecaja, kao i u prisustvu
datog poremecaja, bic¢e ilustrovano u § — domenu jer je predmetni algoritam
izvorno koncipiran upravo u tom domenu a ne u Sift—-domenu. Upravljanje
po ovom algoritmu u Sift—-domenu odredeno je relacijom . Pri tom je
vazno ista¢i da su promjenljive u(k), d(k) i (k) identi¢ne u oba domena dok se
razlikuju iskljucivo proracunski elementi diskretnih matrica Ay i Ag, vektora
by i bs, kao i skalara g4 i gs.
U praksi je d—domen cesto blizi vremenskom domenu od Sift—-domena, Sto
olaksava interpretaciju i projektovanje. Zbog toga je pri zadavanju zeljenog
ponasanja sistema (putem spektra polova u vremenskom domenu, Sift—-domenu
ili 0—domenu) korisno imati na umu njihove medusobne relacije:
, z;i — 1
s=et, =T

gdje s; oznacava polove sistema u kontinualnom (vremenskom) domenu, z;

polove u diskretnom sift—-domenu, dok ~s; pripada diskretnom d—domenu. Ove
transformacije omogucavaju dosljedno prevodenje projektantskih kriterija (npr.
brzina dosezanja, stepen prigusenja, odziv bez/sa prebacajem) izmedu razli¢itih
prikaza, uz ocuvanje dinamicke interpretacije parametara algoritama.

Aktiviranje estimatora poremecaja na samom startu rada sistema ili pri na-
glim promjenama zadate vrijednosti (odnosno samog poremecaja) moze imati
nezeljeni efekat u odnosu na metode ograni¢avanja upravljanja, osim u pri-
mjeni algoritma gdje se pored toga moze pojaviti i efekat velikog skoka.
Zbog toga se preporucuje da se djelovanje estimatora poremecaja, koji u sebi
sadrze i integralno djelovanje, aktivira tek u trenutku kada je u funkcija

(k) = gg;k)’ tj. u zavrsnoj etapi dosezanja, dok kod algoritma tipa (8.64])
odmah po izlasku iz saturacije. Takav postupak daje stabilniji prelaz i smanjuje
rizik od prekomjernog upravljanja.

U nastavku posmatramo sistem za period uzorkovanja 7' = 0,1s, a za pocetno

1
stanje uzimamo x(0) = [2 1} .
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8. Projektovanje regulatora zasnovanog na diskretnom KR

Neka se od sistema zahtijeva da polovi u Sift-domenu budu 0 i 0,9. Uz
standardni uslov ¢sbs = 1, primjenom standardne procedure za razmatrani

objekat dobijamo sljedece parametre u d—domenu:

~ [0,2351 09139
* 7 145696 —1,5927]

0,0470
6 — )

00130 cs = [1,0087 1,037,

na osnovu ¢ega se moze izracunati gs(0) = 3.235.

Za parametre regulatora ¢ = 11 v = 0,2, na slici [8.11] su prikazani odzivi
sistema s upravljanjem (8.68) bez i s estimatorom poremecaja (8.77]).
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Slika 8.11. Signali stanja sistema, upravljnaja i klizne promjenljive za sistem bez i s
kompenzacijom poremecaja

Iz eksperimenta se vidi da se postize veoma efektna kompenzacija poremecaja
na jednostavan nacin. Treba obratiti paznju na c¢injenicu da je odstupanje
klizne promjenljive od nule za sistem bez kompenzacije poremecaja upravo
T puta manje od poremecaja, a da se primjenom kopmenzacije poremecaja

odstupanje klizne promjenljive od zadate vrijednosti svodi na nulu.
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8.7. Diskretni KR u prisustvu poremecaja

Ovo vrijedi u slucaju konstantnih poremecaja ili poremecaja tipa step funkcije,
dok se za vremenski promjenljive poremecaje ostvaruje znacajno smanjenje

odstupanja utoliko veée ukoliko je frekvencija promjene poremecaja niza.

Primjer 8.4

U prethodnom primjeru period uzorkovanja je bio T' = 0,1s. Neka je sada
period uzorkovanja 10 puta manji (7" = 0,01s), a parametri sistema i zeljeni
polovi isti kao u prethodnom primjeru.

Matrice sistema ¢e biti:

l0,0248 0,9901
é‘ p—

0,0050
. by= . = [10,0999 0,9593] ,
49507 —1,9554

0,9915

pri ¢emu pocetni uslov klizne promjenljive je gs(0) = 21.159.
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Slika 8.12. Signali stanja sistema, upravljnaja i klizne promjenljive za sistem bez i s
kompenzacijom poremecaja
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8. Projektovanje regulatora zasnovanog na diskretnom KR

S obzirom na to da ¢e pocetno upravljanje dosezanja u § — domenu biti
dominantno odredeno s gs(0)/7 = 2116, primjenice se algoritam upravljanja
sa saturacijom vg = 1 na signal gs/7T', te parametrima c =11~y = 0,2.
Rezultati za ovaj slu¢aj su prikazani na slici 8.12] koji potvrduju naprijed
navedene osobine. Treba obratiti paznju da je pocetno upravljanje nesto manje
od 40 (umjesto preko 2000). Uvodenje ogranicenja na upravljanje u ovom
primjeru imalo je za cilj da pokaze da se algoritam moze efikasno koristiti

i u sluc¢aju nestabilnog objekta.

Primjer 8.5

Na kraju, algoritmima upravljanja tipa (8.68) moze se dodati prekidna kom-
ponenta eT'sign(g(k)) s vrijednoséu €T neznatno ve¢om od nekompenzirane

vrijednosti poremecaja.
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Slika 8.13. Signali stanja sistema, upravljnaja i klizne promjenljive za sistem bez i s
kompenzacijom poremecaja
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8.8. Diskretni integralni KR

Na ovaj nacin se organizuje cik-cak rezim kretanja u okolini g(k) = 0, koji ¢e
sa smanjenjem 1 teziti idealnom KR kod kontinualnih sistema. Simulacioni
rezultati za sistem iz prethodnog primjera za T' = 0,01s i € = 3 prikazani su
na slici Kao sto se vidi iz rezultata, u upravljanju se javlja treperenje ali
male amplitude. To se odrazava na pojavu cik-cak rezima kretanja u kliznoj
promjenljivoj i u koordinati xs, dok koordinata x; zbog filterskih osobina
objekta ostaje glatka. U vezi s treperenjem u upravljanju moze se javiti
ozbiljan problem u sistemu ako postoji nemodelirana dinamika, kao sto su
neuracunate male vremenske konstante ili kasnjenja u izvrsnim organima ili

senzorima pozicije i brzine.

8.8. Diskretni integralni KR

Unosenje integralnog djelovanja u sistem je mogucée ostvariti na vise nacina i to:
unosenjem integralnog ili proporcionalno integralnog djelovanja na ulaz objekta
(izlaz regulatora) i projektovati regulator za tako prosireni objekat. Jedna metoda
estimacije poremecaja sistema s KR unosi integralno djelovanje paralelno regula-
toru, o ¢emu Ce biti rijec¢i u poglavlju o estimaciji poremecéaja. Ovdje razmatramo
metodu koja unosi integralnu komponentu u definiciju klizne povrsi. Metoda je
za kontinualne sisteme predlozena u [64], a za diskretne KR adaptirana u [65].
Metoda je primijenjena na primjeru regulacije brzne asinhronog motora [78].

Polazi se od sistema
x(k+1) = Agz(k) + bgu(k) + da(k), (8.79)
pa se definise klizna povrs na sljedeéi nadin:
9(k) = cqr(k) — cqz(0) + v(k), (8.80)

v(k) =v(k —1) +wqx(k — 1), wg € RX™, (8.81)

gdje v(k) predstavlja promjenljivu koja unosi integrator. Prethodni izraz moze

biti izveden kao diskretizacija kontinualne preklidacke funkcije
t
g(t) = ex(t) — cx(0) + / wa(r)dr = 0. (8.82)
0
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8. Projektovanje regulatora zasnovanog na diskretnom KR

U [65] je za sistem (8.79)-(8.81)), pretpostavljajuéi da je par (Ag, bg) potpuno
kontrolabilan kada je moguce odrediti vektor povratne sprege K takav da su sve
sopstvene vrijednosti matrice Ay — by K razliCite i nalaze se u jedini¢cnom krugu,

moguce naéi upravljanje

u(k) = (cgba) " (cqz(0) — (cgAq + wa)@(k) + cadg(k) + v(k)), (8.83)
v(k) = v(k — 1) + waz(k — 1), (8.84)
wy = *Cd(Ad —I- bdK), &d(k:) = dd(k: - 1). (8.85)

Tada se sistem s povratnom spregom opisuje relacijom
CL‘(]{Z + 1) = (Ad — bdK)CC(]{Z) + £(k), (8.86)

gdje je & € R™ je O(T?), dok dgy(k) je O(T?).

Dokaz je dat u [65]. Treba istaéi ¢injenicu da se primjenom standardnih KR
s estimacijom poremecéaja postize tacnost O(T'). Na sljede¢em primjeru bice

prikazani efekti ovakvog upravljanja.

Primjer 8.6

Ovdje e se koristiti objekat iz primjera pri istim parametrima sistema
na koji djeluje poremecaj iz primjera [8.3] Vektor povratne sprege K i vektor
konstanti integratora wy dobiju se u formi K = {15,9875 9, 7281] iwg =
10,9875 10,3767 |

Na slici [8.14] prikazani su simulacioni rezultati datog sistema. Iz prikazanog
odziva klizne promjenljive se vidi da je vrijeme dosezanja klizne promjen-
ljive jednako nuli. Radi poredenja s rezultatima iz primjera (slika ,
vrijednosti klizne promjenljive sa slike d) treba pomnoziti sa 7'

Vidi se da su u odnosu na kliznu promjenljivu rezultati isti jer je klizna
promjenljiva u ovom primjeru izvedena u Sift-domenu pa je 10 puta veéa od
klizne promjenljive iz primjera koja je izvedena u d-domenu. Medutim,
posmatrajuéi grafike stanja sistema vidi se da se primjenom integralnog KR

ostvaruju mnogo veéa tacnost.
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8.8. Diskretni integralni KR

(a) Stanje sistema x;

(b) Upravljanje u
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Slika 8.14. Signali stanja sistema, upravljnaja i klizne promjenljive za sistem bez i s

kompenzacijom poremecaja

Problem uticaja nemodelirane dinamike je veoma akutan. Rjesava se na vise

nac¢ina. Jedan od nacina je smanjenje pojacanja u domenu klizanja, sto pogorsava

tacnost. Drugi nacin je, ako postoji moguénost izvrsiti kompenzaciju inercijalne

nemodelirane dinamike, pomjerajuéi je u podrucje s manjom inercijalnoséu. Takode,

ublazavanje se moze ostvariti primjenom kliznih rezima viseg reda i primjenom

implicitne realizacije diskretnih algoritama.
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9. Metode estimacije
poremecaja u sistemima

upravljanja zasnovanim na
diskretnim KR

Kao sto je receno, za razliku od KR u vremenski kontinualnom domenu, koji
posjeduju potpunu invarijantnost na poremecaje koji djeluju na sistem preko
kanala upravljanja, KR u vremenski diskretnom domenu nemaju tu osobinu.
Problem nastaje zbog toga Sto je poremecaj nezavisan i ne podlijeze diskretizaciji
[47], ve¢ kontinualno djeluje na objekat upravljanja, dok je generisano upravljanje
diskretno s konstantnim vrijednostima u periodima uzorkovanja.

Medutim, diskretni KR posjeduju robusnost, kao vaznu osobinu, koja je funkcija
frekvencije uzorkovanja. Usljed djelovanja poremecaja, kretanje sistema, poslije
faze dosezanja, odvija se u okolini zadate klizne promjenljive. Sirina tog grani¢nog
sloja zavisi od primijenjenog algoritma upravljanja i intenziteta poremecaja. U
najprostijem slucaju, ona je proporcionalna periodi uzorkovanja i intenzitetu
poremecaja. U mnogim sluc¢ajevima takva Sirina grani¢nog sloja je neprihvatljiva,
iz dva razloga: ostvarena tac¢nost regulisane promjenljive je nezadovoljavajuca i
javlja se intenzivno treperenje upravljanja, sto dovodi do buke, vibracije i brzeg
habanja mehanickih prenosnika u samom objektu upravljanja.

U cilju odstranjivanja navedenih nedostataka, odnosno njihove minimizacije,
moraju se primjenjivati estimatori/kompenzatori poremecaja. U ovom odjeljku
bi¢e ukratko izlozene najcesée koristene metode eliminacije djelovanja poremecaja

na sistem u diskretnom vremenskom domenu koje ukljucuju:
1. Luenbergerov opserver poremecaja [115],

2. Estimator na osnovu nominalnog modela objekta [47],
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9. Metode estimacije poremecaja

3. Linearni aktivni eliminator poremecaja sistema [118§],
4. Estimacija na osnovu klizne promjenljive [72, [74],
5. Aktivni estimator poremecaja [122], [123].

Poseban akcenat ¢e biti na posljednje tri metode. Uz objasnjenje metoda bice
prezentirana primjena navedenih metoda i njihovih kombinacija na jednostavnim
primjerima.

Razmatra se sistem (8.1)) sa skalarnim upravljanjem ¢iji je objekat upravljanja

najcesée vremenski kontinualan proces opisan matematickim modelom
x(t) = Az(t) + bu(t) + df(t), (9.1)

gdje su x € R" stanje objekta, u € R upravljanje i f € R vanjski poremecaj.
Matrica A i vektori b i d su odgovarajué¢ih dimenzija, a sistem (9.1)) je kontrolabilan

i opservabilan.

Objektom se upravlja primjenom digitalnog regulatora. Pri razmatranju necée

biti uzimani efekti numericke tacnosti zbog ogranicene rezolucije A /D konvertora.

Posmatrajuéi dinamiku sistema kao diskretni sistem (eng. Sampled Data System),

model sistema je matematicki opisan jednac¢inom
x(k+1) = Agz(k) + ba(u(k) + d(k)), x(k) e R", u(k) € R, d(k) e R. (9.2)

Kod izvodenja ove relacije pretpostavljeno je da su svi navedeni poremecaji u
(8.1) sporopromjenljive funkcije vremena, u odnosu na frekvenciju rada regula-
tora, da su primjenom (8.5 prevedeni u diskretni domen i da ispunjavaju uslove
invarijantnosti [5], te se mogu objediniti u jedinstveni poremecaj dj koji djeluje u
kanalu upravljanja.

Nadalje, pretpostavlja se da ukupni poremecaj ispunjava Lipsicove uslove, te da

je ogranicen i da ima ogranicen prvi izvod. Za takav poremecaj vaze relacije:
d(k) = O(T), (9-3)
d(k) —d(k —1) = O(T?). (9.4)
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9.1. Luenbergerov opserver poremecaja

9.1. Luenbergerov opserver poremecaja

Luenbergerov opserver stanja za kontinualne sisteme je objasnjen u poglavlju
U ovom odjeljku ée biti prezentiran Luenbergerov opserver poremecaja cija
blokovska struktura u kontinualnom vremenskom domenu je prikazana na slici
Struktura za vremenski diskretni domen ostaje ista, samo se regulator sistema i
opserver realizuju diskretno kao i signali uz primjenu odgovaraju¢ih A/D i D/A
konvertora. Na slici W, je prenosna funkcija objekta upravljanja na ¢iji ulaz
djeluju upravljanje u(t) i poremecaj f(t). Usljed tog djelovanja, na izlazu objekta
se javlja reakcija y,(t). Model objekta oznacen prenosom W, i korekcioni element
s prenosom Wy, zajedno s dva sumatora, ¢ine opserver poremecaja (oznaceni
pravougaonik). Izlaz korekcionog elementa je estimirana vrijednost poremecaja,
oznacena s f (t). W, oznacava prenosnu funkciju osnovnog regulatora objekta W,,

koji nije od bitnog znacaja za sintezu opservera poremecaja.

f@)
T(t) e(t ur(t) u(t) 1 o(t)
— >—>() Wi(s) —> Wo(s) T
A_ _
m (T
el
@ |y, © €o(t)

Slika 9.1. Sistem upravljanja s Luenbergerovim opserverom poremecaja

Sa slike uocava se da opserver ima dva ulaza, upravljanje u(t) i izlazni signal
objekta y,(t), te jedan izlaz koji predstavlja estimiranu vrijednost poremeéaja f (t).
Uticaji ulaza u opserver na izlaz opservera, pa samim tim i na sistem, mogu se
odvojeno posmatrati u sluc¢aju linearnog sistema o kojem je ovdje rije¢. Ulaz u(t),
u odsustvu ulaza y,(t), djeluje preko podsistema s negativnom povratnom spregom,
u ¢ijoj direktnoj grani je prenosna funkcija modela objekta W,,, a u povratnoj
grani prenosna funkcija Wy. S obzirom na to da je izlaz ovog kanala negativan,
a imajuéi u vidu da se ukupan izlaz opservera uvodi s negativnim znakom, ovaj
kanal ostvaruje pozitivnu povratnu spregu nad jedini¢nim pojac¢anjem u kanalu

upravljanja.
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9. Metode estimacije poremecaja

Ulaz y,(t) u opserver, za u(t) = 0, djeluje na podsistem s negativnom povrat-
nom spregom, Cija je direktna grana prenosna funkcija Wy, a u povratnoj grani
je prenosna funkcija modela objekta W,,. Izlaz W} je pozitivan, ali se uvodi s
negativnim znakom u sumator, gdje se sabira s upravljanjem wu,(t) koje generise
regulator. Na ovaj nacin, opserver realizuje povratnu granu podsistema s negativ-
nom povratnom spregom, u ¢ijoj je direktnoj grani redna veza prenosne funkcije
ostvarene pozitivhom povratnom spregom kanala opservera po upravljanju wu(t) i
prenosne funkcije objekta upravljanja W,. S druge strane, kanal opservera po y,(t),
djeluje paralelno s regulatorom sistema S$to se najbolje uocava ako je referentni
signal sistema jednak nuli (r(¢) = 0).

Iz klasi¢ne teorije sistema upravljanja je poznato da se kompenzacija poremecaja
postize unosenjem integralnog djelovanja ispred mjesta djelovanja poremedéaja.
Prema tome, kanal opservera po upravljanju unosi integralno djelovanje u sistem.
To integralno djelovanje poveéava red sistema i smanjuje marginu stabilnosti sis-
tema u cjelini. S druge strane, kanal opservera po y,(t) treba da unese diferencijalno
djelovanje u cilju poboljsanja stabilnosti sistema. Bitna osobina Luenbergerovog
opservera je da ne utice na dinamiku osnovnog sistema, odnosno da se dinamike
osnovnog sistema i opservera mogu nezavisno podesavati. Drugim rije¢ima, djelo-
vanje navedenih kanala, u pogledu uticaja na stabilnost sistema, se medusobno
kompenzuju. Prije nego s$to se pristupi odredivanju uslova koje treba u opstem
slucaju da ispunjava opserver sa slike [9.1] jedan jednostavan primjer sistema s

opserverom poremecaja je projektovan u klasi SUPS s diskretnim KR.

Primjer 9.1

Neka je upravljani objekat ¢isti integrator kontinualnog tipa. Regulator sistema
je projektovan u klasi SUPS s diskretnim KR [55]. Zbog diskretnog uprav-
ljanja, primijenjeno je kolo zadrske nultog reda tako da ekvivalentni objekat

upravljanja s kolom zadrske ima funkciju prenosa 7'/(z — 1). Upravljanje je

gdje je T period uzorkovanja i identican je ekvivalentnom upravljanju u sSift-
domenu, odnosno upravljanju dosezanja u ¢ - domenu za dati objekat. Izabran

je period uzorkovanja 7' = 1ms.
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9.1. Luenbergerov opserver poremecaja

Neka na ulaz objekta djeluju poremecaji u obliku jedini¢ne odskoc¢ne funkcije
f(t) = h(t — 1) ili sinusne funkcije f(t) = sin(nt)h(t — 1). Referentni signal
je nula. Luenbergerov opserver poremecaja je realizovan diskretno. Model
objekta uzima u obzir i kolo zadrske, tako da je prenosna funkcija modela
takode T'/(z — 1). Prenosna funkcija korekcionog elementa Wy, je pojacanje
1/T. Drugim rije¢ima, i opserver je projektovan na isti na¢in kao i osnovni
regulacioni sistem.

Potrebno je odrediti ekvivalentne prenosne funkcije opservera po ulaznim

signalima. U ovom primjeru prenosna funkcija po signalu upravljanja je

F(z) 1

Ovaj element ostvaruje pozitivnu povratnu spregu nad jedini¢énim pojacanjem

z
z—1

u kanalu upravljanja u(t), tako da unosi integrator u kanal upravljanja
ispred poremecaja.

Po izlaznom signalu objekta, prenosna funkcija opservera je

F(z) z-1
Y,(2) Tz’

a to je prenosna funkcija diskretnog diferencijatora.
Ukupna prenosna funkcija sistema opservera, u odsustvu regulatora sistema
W, (ur = 0), bice

Fz) 1
F(z) 2
pa je .
Bi(z) = F(z) - B(z) = (1 - Z) F(2).

Slijedi da ¢e dati opserver estimirati konstantne poremecaje bez greske, samo
s kasnjenjem od jednog perioda uzorkovanja.

Sistem je simuliran, a rezultati simulacije vide se na slici 0.2 Na osnovu
simulacije zakljucuje se da dati estimator reprodukuje konstantne poremecaje
bez greske, ali s vremenskim kasnjenjem od 7" sekundi (slika [0.2{(a)). Sporopro-
mjenljive poremecaje opserver ¢e estimirati s greSkom koja je utoliko manja
ukoliko je frekvencija uzorkovanja vecéa, odnosno brzina promjene poremecaja

manja.
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Slika 9.2. Estimacija poremecaja tipa odskocne i sinusne funkcije Luenbergerovim
opserverom poremecaja

Na slici b) su prikazani uvec¢ani detalji estimacije za dva razli¢ita perioda
uzorkovanja: 10ms i 25 ms, iz kojih se jasno vidi uticaj perioda uzorkovanja

na tacnost estimacije.

Neka se sada razmatra opstiji slucaj kada objekat upravljanja ima slozeniju
dinamiku. Struktura sistema i opservera ostaje ista. Tada, za gresku estimacije

E.(z), moze se do¢i do izraza

1
= F(z). 9.5
1+ Wo(z)Wi(2) (2) (9:5)
1z izraza (9.5) zakljucuje se da ¢e greska estimacije teziti nuli ako imenilac ({9.5))

tezi beskonacnosti. S obzirom na to da se ne moze uticati na objekat, ocigledno

E.(2)

je potrebno da pojacanje Wy (z) tezi beskonacnosti. To se, u osnovi, svodi na
osnovni princip upravljanja s povratnom spregom. Prema tome, u sintezi opservera
poremecaja treba koristiti sisteme s velikim pojacanjem, a sistemi s KR pripadaju
toj klasi sistema. Iz klasi¢ne teorije sistema upravljanja je poznato da unosenjem
integralnog djelovanja u sistem, a ovdje u Wx(z), moze se postiéi zadovoljavajuca
tacnost estimacije poremecaja.

Poznati su i drugi sli¢ni prilazi estimaciji poremecaja. Ako se, na primjer, u
sistemu na slici analizira slucaj za ulaz u, = 0, onda na sumator ispred modela
sistema W, (z) dolaze signali koji se medusobno ponistavaju i ne postoji ulaz u
model Wy, (z). Prema tome, direktnu vezu od izlaza Wy (z) do sumatora ispred
Wi (z) treba ukloniti. Tada se dolazi do strukture kao na slici koja je detaljno

analizirana u [124] u kojoj je vanjski poremecaj prenesen na izlaz objekta.
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9.2. Estimator na osnovu nominalnog modela objekta

Slika 9.3. Modifikovani estimator sa slike

Osim toga, analiziran je i uticaj perturbacije parametara samog objekta kao
aditivni poremeéaj u prenosnoj funkciji objekta 0W,(z). Izlazni signal objekta

Y,(z) u funkciji upravljanja i poremecaja je

_ Won(2) (1 4+ 6Wy(2))
1+ Won(2)Wi(2)0W,(2)

1 — Wen(2)Wg(2)

Yo(2) 1+ Won(2)Wi(2)0W,(2)

Ur(z) + D(z). (9.6)

Iz se vidi, ako se izabere Wy (2) = W,,1(2), gdje je W, (2) prenosna funkcija
nominalnog objekta upravljanja, tada vanjski poremecaj i perturbacije parametara
objekta biée bez uticaja na izlaz sistema, tj. potpuno su kompenzovani.

Medutim, osnovni problem je u tome sto su objekti upravljanja niskopropusni
filtri, ¢iji je imenilac viseg stepena od brojioca pa je njegova inverzna funkcija
nekauzalna, odnosno fizicki neizvodiva. U cilju ostvarivanja ove ideje, sistemu se

dodaje regulacioni podsistem o kome ¢e biti rijeci kasnije u odjeljku [0.5

9.2. Estimator na osnovu nominalnog modela objekta

Ova metoda estimacije je veoma jednostavna i oc¢igledna. U diskretnim KR je prvi
put primijenjena u [120]. Neka je objekat upravljanja s jednim ulazom i jednim
izlazom opisan modelom u prostoru stanja u diskretnom domenu relacijom ({9.2)

uz pretpostavke (9.3]) i (9.4).

Neka se u nominalnom sistemu ostvaruje KR definisan relacijom

gk +1) = cqz(k + 1) = 0. (9.7)



9. Metode estimacije poremecaja

U prisustvu poremecaja, klizna promjenljiva nije nula ve¢ je data izrazom
g(k+1) = cqz(k + 1) = cgAgx(k) + cabg(u(k) + d(k)), (9.8)
odnosno

g(k) = cqx(k) = cqAqgx(k — 1) + cgbg(u(k — 1) + d(k — 1)). (9.9)

Rjesavanjem posljednje relacije po d(k — 1) dobija se

d(k —1) = (cgba)” ' (cqz(k) — cgAqm(k — 1) — u(k — 1)). (9.10)

Obicno se usvaja da vrijedi cgbgy = 1, tako da konacno izraz za estimaciju

poremecaja u sistemu s diskretnim KR postaje
dk—1) = g(k) — keqe(k — 1) —u(k — 1), (9.11)

gdje je key = cqAq.

Na osnovu (9.11) ostvaruje se potpuna estimacija konstantnih poremecaja,
samo s kasnjenjem od jednog perioda uzorkovanja. Sporopromjenljivi poremecaji

estimiraju se s tacnoséu obrnuto proporcionalnoj brzini promjene poremecaja.

U cilju kompenzacije poremecaja, ekvivalentnom upravljanju treba dodati kom-

penzacionu komponentu upravljanja u.(k), tako da ukupno upravljanje postaje

uw(k) = teq(k)+uc(k) = ueq(k)—d(k—1) = —cgAq(x(k)—x(k—1))—g(k)+u(k—1).
(9.12)

Primjer 9.2

Neka se primijeni dati postupak na objekat iz primjera[9.1l Za objekat tipa

Cistog integratora u diskretnom vremenskom domenu vrijedi Ag =1, bg =T,

cqg = %, pa se na osnovu (9.11)) dobija

d(k) = d(k — 1) = =) _;(’“ )

—u(k—1),
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odnosno u kompleksnom domenu

D(z) = ZZ_T1X(Z) _ %U(z).

Upravljanje se dobija u formi

u(k) =~ (@(k) — 2k~ 1) = 7g(k) + u(k — 1),

Blok struktura sistema s prethodno izvedenim estimatorom poremecaja data je

z

na slici Na slici se uocava da se u kanal upravljanja uvodi integrator

z—1’
a da se taj integrator zajedno s redno vezanim objektom upravljanja obuhvata
. . =1l
diferencijalnom povratnom spregom *—.
t y(k
[ y( 3 4/D y( )>

Slika 9.4. Blok struktura estimatora poremecaja na osnovu nominalnog modela
sistema u diskretnom domenu

U istoj strukturi se moze koristiti Luenbergerov opserver poremecaja iz primjera
ako se izvrsi dekompozicija o kojoj je bilo rijeci. Takode, moze se pokazati
da ¢e polovi sistema upravljanja sa estimatorom i bez estimatora u ovom
primjeru ostati isti, tako da ovaj tip estimatora ne mijenja dinamicke osobine

polaznog sistema.

Nedostatak ovog estimatora u odnosu na Luenbergerov opserver poremecaja
je neophodnost tacnog poznavanja parametara objekta. Kod Luenbergerovog
opservera povratna sprega ublazava taj nedostatak. Kroz prezentiranu analizu kao
estimirana vrijednost poremecaja koristena je njegova vrijednost iz prethodnog
trenutka uzorkovanja. Na taj nacin u potpunosti se estimiraju i eliminisu kons-

tantni poremedcaji. Ako je, po pretpostavci, poremecaj sporopromjenljiva funkcija
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9. Metode estimacije poremecaja

vremena, ostvarie se tacnost u regulaciji klizne promjenljive reda O(T?) [47].
Dalje povecanje tacnosti moze se posti¢i ako se ne koriste samo uzorci poremecaja
iz prethodnog k — 1 perioda uzorkovanja, veé i uzorci iz k — 2, k — 3, ..., pod
uslovom neprekidnosti i ogranicenosti diferencijala poremecaja.

U tom slucaju estimacija za d(k) je

q—1
a9 =30 (1) (9,13

Primjer 9.3

Za sistem iz primjera (9.2 potrebno je primijeniti dva nacina estimacije pore-
mecaja opisana u ovom odjeljku i uporediti medusobno rezultate estimacije
s Luenbergerovim estimatorom. Kod primjene estimacije opisane sa (9.13)) u

cilju poboljsanja usvojiti ¢ = 2. Neka je poremecaj definisan kao
d(t) = h(t — 1) + h(t — 1.5)sin(27t),

gdje je h(t) jedini¢na Hevisajdova odskoc¢na funkcija.
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Slika 9.5. Estimacija poremecaja primjenom Luenbergerovog opserver (LO), estima-

tora na osnovu nominalnog modela definisan sa (9.11)) (OSD) i estimatora
5.13) (

na osnovu nominalnog modela definisan sa ( 0OSD,)
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9.3. Linearni aktivni eliminator poremecaja sistema

Simulacijom su dobijeni rezultati prikazani na slici gdje je prikazan signal
greske sistema, odnosno klizna promjenljiva za tri analizirana sluc¢aja. Vidi se
da estimator definisan kao u prethodnom primjeru i Luenbergerov estimator
daju potpuno iste rezultate (grafici LO i OSD). Estimator definisan s relacijom

(19.13)) za ¢ = 2 se svodi na izraz
dk) =2d(k—1)—d(k —2),

a rezultat je prikazan na istim slikama (grafik OSD,), koji ukazuje na veoma

visok stepen prigusenja poremecaja.

9.3. Linearni aktivni eliminator poremecaja sistema

U odjeljku [7.4] je opisan sistem upravljanja u kontinualnom vremenskom domenu
s estimacijom poremecaja primjenom prosirenog opservera kojim se u znacajnoj
mjeri eliminise treperenje u upravljanju. Eliminacija treperenja se postize ne samo
zbog aproksimacije sign funkcije, ve¢ i zbog toga Sto se koordinate stanja ne
uzimaju sa samog objekta upravljanja veé iz njegovog modela koji stvara svojevrsni
bajpas za ovu nezeljenu pojavu [125].

Tako je metoda razvijena u vremenski kontinualnom domenu, moze se izvrsiti
diskretizacija datog algoritma, uz sve posljedice takvog pristupa, ili potraziti
odgovarajuca digitalna metoda. Ovdje diskretni algoritmi upravljanja po stanju
su poznati, a sto se tice prosirenog opservera, on je Luenbergerovog tipa, te se
moze ostvariti po modelu prikazanom na slici na kojem je prikazana jedna od
mogucih konfiguracija.

Umjesto matrice A biée njen diskretni analog Ag = AT

, umjesto b diskretni
analog by = fOT eA7b dr, integratori se zamjenjuju ¢istim kasnjenjem 27!, s jedinic¢-
nom pozitivhom povratnom spregom, vektor izlaza q ostaje neizmijenjen q = q,
a vektor I zahtijeva dodatna razmatranja kojima ¢e biti rije¢i u nastavku.

Na osnovu izabranog propusnog opsega w; sistema upravljanja objektom i defi-
nisanja propusnog opsega opservera w,, preko izabranog koeficijenta k,, odreduju

Two

se polovi opservera u z-domenu z; = e " “°, (i =1,...,n,n+1). Time je definisan

karakteristi¢ni polinom opservera:
Do(2) = (2 — z,)" L. (9.14)
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Slika 9.6. Blok dijagram diskretnog opservera stanja

S druge strane, karakteristicni polinom opservera, na osnovu parametara opser-

vera sadrzanih u matrici Ay, vektorima g, i g, dat je izrazom

Dy(z) =det{zI — Ag+1liq,} . (9.15)

Razvijajuc¢i binom (9.14) i uporedujuéi koeficijente uz odgovarajuce eksponente

z, dobija se n + 1 jednacina s n 4+ 1 nepoznatih ly;.
Objekat prvog reda

Matrica stanja vremenski kontinualnog opservera, njegova fundamentalna ma-

trica e47, te diskretni domen su, respektivno:

01 1T 1 T
A, = , el = . Ay =eAT = . (9.16)
0 1 0 1

Vektor ulaza u opserver u kontinualnom i diskretnom domenu je, respektivno:
bo T boT
b, = , %:/eﬂm%: . (9.17)
0 0 0

Sada, karakteristi¢ni polinom opservera je

l
det {ZI — Ao+ dt

z 1 o}} =224 (lgg — 2)2+ (1 — gy + Tlgz),  (9.18)
d2
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9.3. Linearni aktivni eliminator poremecaja sistema

odnosno
g — 2= -2z,
a (9.19)
1—lg + Tl = Zg.
1z (9.19) slijedi
la1 = 2(1 — 25),
d1 ( ) (9.20)

lgo = T_I(ZO — 1)2.

Objekat drugog reda

Za drugi red sistema dobijaju se sljedeéi izrazi. Matrica stanja opservera u

diskretnom vremenskom domenu je

T2
17T 5
Ay=10 1 T (9.21)
0 0 1
Karakteristi¢ni polinom je
D,(z) =det{zI — Ay +1 =23 — (3—1g)2*+
o(2) { d+1laqq} (3 —la1) (9.22)

(3= 2lar — Llag + Tlag)z — (1 — Loy — T?laz — Slas + Tla).

Uporedujuéi dati polinom s razvijenim binomom (z — 2,)* dobijaju se tri jedna-

¢ine:

3 — lg1 = 32, (9.23)
3 — g1 — Lllgz + Tlag = 322, (9.24)
1=l — T?g3 — Lllgs + Tl = 22, (9.25)

¢ija su rjesenja:

ldl =1- 237
3

laz = 1= 5= (1= 260)2(1 + 2o), (9.26)

lgs = T_2(1 — 20)3.

Po istom postupku se odreduju elementi vektora povratne sprege opservera I,

za tredi, cetvrti, ..., n-ti red sistema.
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9. Metode estimacije poremecaja

Primjer 9.4

Za objekat iz primjera [7.4] projektovati diskretni regulator i diskretni prosireni
opserver s periodom uzorkovanja T' = 1ms, tako da projektovani sistemi ima
slicne karakteristike kao u primjeru S obzirom na to da je propusni opseg
sistema definisan s ws = 5rad/s, polovi sistema u diskretnom domenu bicée
212 = e @sT =0,995. Polovi opservera biée z, = e 3%sT = (, 9851.

Za klasican regulator, prema datim polovima povratna sprega po stanju se
nalazi Akermanovom formulom koriste¢i MATLAB kod:

A=[0 1;0 0]; b=[0;1]; T=0.001;
[Ad,bd]=c2d(A,b,T);

p=[0.995 0.995] ;
k=acker(A,b,p);

koji kao rezultat daje matricu pojacanja k = [25 9,9875].
Regulator promjenljive strukture s KR biée projektovan primjenom metoda
[55] 56] iz odjeljka i to iz z- i 6-domena primjenom MATLAB koda:

A=[0 1;0 0]; b=[0;1]; T=0.001; %Model objekta u s-dom

[Ad,bd]=c2d(A,b,T); %0dredivanje matrica u z-dom
Add=(Ad-eye(2))/T; bdd=bd/T; J%diskretni delta-dom

P_z o=[0 0.9851]; %Zeljeni polovi u z-dom
P_delta=[0 (0.995-1)/T]; %Zeljeni polovi u delta-dom
k=acker (Add,bdd,p) ; %Ekviv. upravljanje u delta-dom
c=[k 1]*pinv([Add,bdd]); %klizna promjenljiva u delta-dom

na osnovu ¢ega se dobija ks = [0 5] i ¢s =[5 0,9975].

Upravljanje je definisano u obliku:

1

u(k) = —ug’(k) — 795(K), ug’ (k) = ksz(k), gs(k) = csz(k).

U cilju ogranicenja upravljanja u toku dosezanja klizne linije, uvodi se ograni-

Cenje na upravljanje koje poprima sljedeéi oblik

(k) = ~u5"(k) ~ min { 7 g5 k)|, o+ X |gs(k)| } signlos(h)),
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9.3. Linearni aktivni eliminator poremecaja sistema

gdje su v i ¢ realni brojevi, takvi da je 0 <y <11 ¢ > 0, kojima se definise

Sirina klizne zone oko klizne linije.

Izabrani su vy = 0,5 i 0 = 2,5. Uporedni rezultati klasicnog diskretnog sistema

i diskretnog sistema s KR dati su na slikama [9.749.8]

1.2 1.2
1} L — 1}
1.002
/ 1.0002
3 osl A Al 2os \ A\
% L = /\- = | 1 e
206} \/-\ < 06}
= | = | 0.9998
= | 0.998 N :
= 04f] 2l 0 w6 0 o4 20 30 40 50 60 70
“ zeljena vrijednost ‘\‘ zeljena vrijednost
0.2 ——LinC + LinO 0.2 ——SMC + LinO
| LinC + SMO | SMC + SMO
ol ' ' ' ' ' ol ' ' ' s '
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
Vrijeme [s] Vrijeme [s]
Slika 9.7. Odziv sistema za razlicite tipove regulatora i opservera
5 x1072 = x107°
1
> > 3
I 05 | |
L 0
e
()
S s 3 S
= ) =
=1 LinC + LinO LinC + LinO
LinC 4+ SMO LinC + SMO
-1.5 -5 -0.05
40 50 60 70 40 50 60 70
—4 —5
x10 5 x10 0.05
2
T’ 1 BN S
| |
£ > 3
&
= @ 0 2 0
B o o
0;_-‘? = =
) @) O
O £ =
— SMC inO ——SMC + LinO ——SMC + LinO
-2 — SMC MO ——SMC + SMO ——SMC + SMO
-5 -0.05
40 50 60 70 40 50 60 70 40 50 60 70
Vrijeme [s] Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 9.8. Signali greski sistema za razlicite tipove regulatora i opservera
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9. Metode estimacije poremecaja

U zakljucku treba reéi da je data metoda veoma primjenljiva, narocito u
sistemima nizeg reda gdje sve koordinate stanja nisu dostupne za neposredno
mjerenje, Sto je znacajno za primjenu algoritama s KR koji su robusniji i ta¢niji

od konvencionalnih sistema upravljanja sto se jasno uocava iz datih primjera.

9.4. Estimacija poremec¢aja na osnovu klizne pro-

mjenljive

Naprijed opisane metode estimacije poremecaja mogu se primjenjivati kako za
kontinualne tako i za diskretne sisteme upravljanja klasi¢nog tipa, ali i za sisteme
s diskretnim KR. Metoda koja ¢e nadalje biti opisana namijenjena je samo za
sisteme s diskretnim KR, a estimira poremecaje koji ulaze preko kanala upravljanja.
Za takve poremecaje, KR u kontinualnom domenu su invarijantni, a u diskretnom
domenu iako su robusni ¢esto zahtijevaju estimaciju i kompenzaciju poremecaja u
cilju povecanja tacnosti i robusnosti sistema upravljanja.

Metoda je, najprije, uvedena u [53] a zatim u [70, [73, 126, 127] primijenjena
na regulaciju pozicije motora jednosmjerne struje, te u [71] u regulaciji pozicije
indukcionog motora i sintezi aktivnog estimatora poremecaja. U navedenim
radovima, djelovanje na upravljanje sistemom i po integralu klizne promjenljive
nosilo je heuristicki karakter. Kasnije je matematicki obrazlozeno u [72] da integral
klizne promjenljive u potpunosti estimira konstantne poremecaje koji djeluju u
kanalu upravljanja. Osim toga, metoda je i dopunjena s estimacijom ne samo
konstantnih veé i slozenijih poremecaja.

Sli¢ni pristupi publikovani su u nauénim radovima [74} 128, [129]. Osnovna odlika
metode je krajnja jednostavnost. Medutim, za razliku od prethodno opisanih
metoda, metoda estimacije poremecaja na osnovu klizne promjenljive ima uticaj
na dinamiku i stabilnost sistema.

Neka je diskretni sistem s promjenljivom strukturom opisan jednac¢inom stanja
x(k+1) = Age(k) + bg(u(k) + d(k)), (9.27)

i kliznom promjenljivom

9(k) = cax(k), (9.28)

gdje su x(k) € R™ vektor stanja, u(k) € R upravljanje, d(k) € R poremecaj,
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9.4. Estimacija poremecaja na osnovu klizne promjenljive

Ay € R by € R ¢y € R1™ su matrica stanja, vektor ulaza i vektor klizne

promjenljive, respektivno, s konstantnim parametrima.

Uslov dosezanja i egzistencije idealnog diskretnog KR je
gk+1)=cqx(k+1)=0. (9.29)

Na osnovu (9.27)) i (9.29)), uz uslov d(k) = 0, se nalazi diskretno ekvivalentno

upravljanje za nominalni sistem u obliku
u(k) = ueq(k) = _(Cdbd)ilchdCC(k)‘ (9.30)

gdje cgbg ne smije biti singularna veli¢ina, ali se ¢; moze skalirati bez uticaja na
sistem. Bez umanjenja opstosti, nadalje ¢e biti usvojeno da vrijedi cgbgy = 1.

Odstupanje klizne promjenljive poremecéenog diskretnog sistema (9.28]) od Zeljene
vrijednosti (9.29)) s upravljanjem ({9.30) u k-tom trenutku uzorkovanja, identi¢no

je poremecaju u prethodnom trenutku uzorkovanja.

Ovo moze biti pokazano na nac¢in da se zamjeni ((9.30)) u , uz uslov egbg = 1,
a zatim odredujudi (9.29)) dobija se

g(k+1)=d(k), odnosno g(k)=d(k—1). (9.31)

Ova ¢injenica omogucava estimaciju poremecaja u sistemima s diskretnim KR.

Uslov za poremeceni sistem moguce je ostvariti samo u idealnom
slucaju, kada je poremecaj mjerljiv i dodaje se ekvivalentnom upravljanju sa
suprotnim znakom u(k) = ueq(k) — d(k). Posto to u praksi, u najveéem broju
slucajeva, nije moguée onda se poremecaj estimira i dodaje se ekvivalentnom
upravljanju kao kompenzaciono upravljanje u(k) = ueq(k) + uc(k). Model sistema

tada postaje
x(k+1) = Agx(k) + bg(ueq(k) + uc(k) + d(k)). (9.32)
klizna promjenljiva u k£ + 1 trenutku uzorkovanja ¢e biti:
g(k+1) = cqz(k + 1) = uc(k) + d(k), (9.33)

odnosno

g(k) =uc(k—1)+d(k—1). (9.34)
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Ako je poremecaj sporopromjenljiva funkcija vremena, d(k—1) se moze iskoristiti

kao kompenzaciono upravljanje u.(k) = —d(k — 1), pa se (9.34)) moze napisati u
obliku
(k) = ek — 1) — g(k). (9.35)
odnosno u z-domenu
Uelz) = - - -G(2). (9.36)

Relacije i jasno ukazuju da se dodavanjem integralnog djelovanja
po signalu klizne promjenljive ekvivalentnom upravljanju ostvaruje estimacija i
kompenzacija poremecéaja konstantnog tipa u potpunosti, jer ispred djelovanja
poremecaja se uvodi integrator. Vremenski promjenjivi poremecaji kompenziraju se
utoliko bolje ukoliko je brzina promjene poremecéaja manja u odnosu na frekvenciju

uzorkovanja diskretnog sistema upravljanja.

Posto se mjerenjem signala klizne promjenljive mogu dobiti uzorci poremecaja u
k—1,k—2, k-3, ... trenutku uzorkovanja, tada se metodom interpolacije mogu

dobiti tacne estimacije i nagibnih, paraboli¢nih, kubnih, ... poremecaja.

S obzirom na probleme stabilnosti, estimatori ovog tipa za poremecaje viseg
reda od nagibnog tipa najéesée nisu pogodni. Neka je dat samo model u z-domenu

estimatora poremecaja nagibnog tipa

z—1
Uei = —WG(,Z). (9.37)

Estimator (9.37)) uspjesno je primijenjen u estimaciji i kompenzaciji poremecaja
u brzinskom servosistemu [73]. Medutim, na primjer, (9.37]) se ne moze primijeniti
u primjeru jer sistem postaje nestabilan.

Treba imati u vidu da ovaj tip kompenzatora poremecaja unosi dodatno inte-
gralno djelovanje u regulacionu konturu i time moze uticati na stabilnost sistema,
posebno primjenom kod objekata astatickog tipa. Ovo je osnovni nedostatak
ovog tipa kompenzatora poremecaja. Medutim, njegove prednosti su u unosenju

astatizma u sistem, ¢ime se povetava i tacnost pracenja referentnog signala.

U prisustvu nemodeliranih dinamika, smanjenjem pojacanja kompenzatora
poremecaja moze se posti¢i zadovoljavaju¢e kompenziranje poremecaja i eliminacija
ili smanjenje amplitude parazitnih oscilacija u sistemu, $to nije moguée u sistemu

s estimatorom na osnovu nominalnog modela sistema [130].
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Osim toga, ovaj estimator se moze koristiti u kombinaciji s Luenbergerovim
estimatorom i estimatorom na osnovu nominalnog diskretnog modela objekta u
cilju postizanja boljih osobina sistema.

U naucnom radu [74], u kome se sinteza kliznog upravljanja vrsi na osnovu
Gaove metode zakona dosezanja [50], predlozena je takode estimacija poremecaja

na osnovu klizne promjenljive.

Polazeéi od modela sistema ({9.2)) i zakona dosezanja datog relacijom

g(k+1) = (1 —qT)g(k) — eTsign(g(k)) + cabad(k) + uc(k), (9.38)
k
ue(k) = =Y (9i — (1 = qT)gi—1 — eTsign(gi-1)), (9.39)
1=0

gdje vrijedi ¢ > 0,0< (1 —¢qT) < 1lie>0.

Pretpostavljajuéi da vrijedi
caba(d(k) —d(k — 1)) =6(k), [6(k)] <A <eT, AeRT, (9.40)
i pokazujuéi da je cqd(k — 1) = u.(k) dobija se zakon upravljanja u obliku
u(k) = —(caba) [eaAaz(k) — (1 - qT)g(k) + cTsign(g(k)) + ue(k)]. (941)

S obzirom na to da u.(k) nastaje sumiranjem naznacenih uzoraka, ovaj estimator
je, takode, zasnovan na integralu klizne promjenljive, koja u ovom slucaju nije
glatka ve¢ cik-cak funkcija sto je karakteristicno za Gao pristup organizacije
KR. Osim toga, uslov egbg(d(k) — d(k — 1)) = §(k), |6(k)] < A < €T, je dosta

ogranicavajuéi u pogledu brzine promjene poremecaja.

Primjer 9.5

Objekat upravljanja je opisan modelom
T1 = T9, T9 = axse + bu + w,
gdjesua=—144,b=6ixz(0)=[0 2]', a poremedaj je dat izrazom

w(t) = h(t — 10) + h(t — 30) sin(0.17t) 4+ h(t — 60) sin(0.57t).
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Projektovati upravljacki sistem primjenom: (i) metode ekvivalentnog upravlja-
nja [47] i (ii) metode zakona dosezanja [50], tako da dinamika sistema bude
odredena spektrom polova u diskretnom domenu z; = {0, 0,999}. Period
uzorkovanja je T'= 1 ms. Primijeniti na sistem metode estimacije poremecaja

na osnovu klizne promjenljive i izvrsiti njihovo medusobno poredenje.
Za metod ekvivalentnog upravljanja, klizna promjenljiva i ekvivalentno
upravljanje su definisani preko:

ca=10%- (17,805 1,780|,

keq = caAq =107 [17,805 1,558],
pri ¢emu vrijedi cgby = 1.

Klizna promjenljiva i ekvivalentno upravljanje su definisani kao g(k) = cqx(k)
i u(k) = —kegx(k). Estimacija poremecaja se ostvaruje na osnovu integrala
klizne promjenljive. Rezultati simulacije su dati na slikama i
(signali oznaceni s EqC').

0.01 T T T T T 0

EqCs

0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 9.9. Signali klizne promjenljive i upravljanja
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Kod metoda Gaova zakona dosezanja, koriste¢i parametre klizne pro-
mjenljive i ekvivalentnog upravljanja za prethodni tip upravljanja, upravljanje
objektom je definisano zakonom dosezanja i . Uzimajuéi u obzir
da je najintenzivnija promjena poremecaja u njegovoj tre¢oj komponenti koja

iznosi § = 0, 288, izabrano je ¢ = 300 i ¢ = 20.

Na slikama i[0.1Tku prikazani rezultati simulacije sistema ovog tipa

(signali su oznaceni GaoC').
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Slika 9.10. Signali upravljanja i greske izmedu poremecaja i njegove estimirane
vrijednosti

Osnovna razlika izmedu dva navedena pristupa projektovanja upravljanja je u
tome da su u sistemu s drugim tipom regulatora na osnovu Gao metode javlja
cik-cak rezim kretanja i treperenje u kliznoj funkciji, $to nije slucaj kod primjene

regulatora projektovanog na osnovu metode ekvivalentnog upravljanja.

S obzirom na teorijski postulat da KR ne postoji bez prekidnog upravljanja,
u tre¢em eksperimentu za sistem s regulatorom projektovanim na osnovu
metode ekvivalentnog upravljanja dodan je prekidacki dio eT'sign(g). Naime,
diskretni algoritam omogucava dosezanje u nominalnim uslovima, a primijenjeni

estimator poremecaja (ovdje je upotrebljen integral klizne promjenljive, ali
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isti rezultati se dobijaju i primjenom estimatora na osnovu modela sistema)

omogucava kretanje u bliskoj okolini klizne promjenljive.

Dodavanjem prekidacke komponente upravljanja, ostvaruje se formalno zah-

tijevano teorijsko klizanje. Simulacijski rezultati za ovakav tip regulatora na

slikama i su oznaceni s EqC's.

Na osnovu rezultata u ovim eksperimentima, vidi se da sistem projektovan
na osnovu metode ekvivalentnog upravljanja s estimatorom poremecaja u
datim uslovima (bez nemodelirane dinamike) generise signal upravljanja bez

treperenja i svi relevantni signali sistema su bez treperenja.

—6 —6
1 x10 ' ' ' ' 10 x10 ' ' ' '
— ~ OF
g 0 H &
——EqC
1 . . . .
20 30 40 50 60 70
x107°

x1076

EqCs
20 30 40 50 60 70 20 30 40 50 60 70
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 9.11. Signali greske stanja u odnosu na ravnotezno stanje

Sistem projektovan na osnovu Gaove metode dosezanja s estimatorom pore-
mecaja ima treperenje u signalu upravljanja i posljedicno tome i u ostalim
signalima sistema, §to je posebno izrazeno u koordinati stanja zo. Sto se tice
koordinate stanja x1, koja je obicno i upravljana promjenljiva, oba sistema daju
uporedive rezultate. U zakljucku ovog dijela treba istac¢i da se estimator na

osnovu integrala klizne promjenljive jednostavno kombinuje s drugim tipovima
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estimatora poremecaja, ¢ime se postizu bolje estimacije, pod uslovom da se ne
remeti potreban stepen stabilnosti sistema. Tako se, na primjer, primjenjujuci
estimator na osnovu integrala klizne funkcije i sistem projektovan Gaovom
metodom dosezanja s desetostruko manjom vrijednosc¢u e, dobijaju se odzivi

sistemi sa zanemarljivo malim treperenjem u upravljackom signalu.

Interesantna je i kombinacija estimatora na osnovu klizne promjenljive i Lu-
enbergerovog estimatora poremecaja. UnosSenjem estimatora paralelno
Wi (z) na slici ostvaruje se veoma kvalitetno pracenje, odnosno estimacija
poremecaja. Na slici|9.12] prikazani su uporedni rezultati sa slike gdje je
primijenjen Luenbergov estimator s KR, dok je regulator projektovan po metodi
ekvivalentnog upravljanja sa Wy = 1/T kome je paralelno dodat estimator na

bazi klizne promjenljive (9.36]).

T T T T
stvarna smetnja
estimator bez klizne promjenljive
estimator s kliznom promjenljivom -

Smetanja

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
Vrijeme [s]

Slika 9.12. Poredenje estimacije poremecaja Luenbergovim estimatorom bez i sa
estimatora po integralu klizne promjenljive

Na kraju treba istac¢i da estimatori poremecaja na bazi klizne promjenljive, u
sistemima s ogranicenim upravljackim ulazom u objekat, mogu izazvati velike
preskoke upravljane velic¢ine te ¢ak dovesti do oscilacija i nestabilnosti u sistemu.
Taj problem je poznat iz klasi¢ne teorije upravljanja. Zbog toga se moraju
primjenjivati neke od tehnika sprecavanja problema integralnog zamaha (eng.
Anti- Windup Problem). S obzirom na to da su SUPS s velikim pojac¢anjem, ovaj
problem je veoma izrazen. Preporucuje se da se estimator aktivira u bliskoj
okolini ravnoteznog stanja sistema [126]. Jedan od najprostijih nac¢ina rjesavanja
ovog problema je primjena algoritma s aktivacijom estimator poremecaja u
trenutku kada je ¢(k) = Fg(k).
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9.5. Aktivni estimator poremecaja

U odjeljku [9-1] na slici 0.3} prikazana je jedna od moguéih konfiguracija estimatora
poremecaja. Na osnovu zakljuceno je da ako prenosna funkcija korekcionog
elementa Wj(z) je inverzna prenosna funkcija objekta upravljanja, onda takav
estimator /kompenzator u potpunosti estimira/kompenzuje sve poremecaje (vanjske
i odstupanja parametara objekta). Medutim, osnovni problem se sastoji u tome
sto su inverzne prenosne funkcije objekata upravljanja nekauzalne i ne mogu se
prakti¢no realizovati. Isti problem se javlja i u konfiguraciji estimatora poremecaja
kod koga se uporeduje direktni signal upravljanja i izlaz iz serijske veze objekta
upravljanja i elementa s inverznom prenosnom funkcijom nominalnog objekta. U
tom slucaju, problem se rjesava primjenom tzv. Q-filtera. Osim toga, taj problem
se moze rijesiti i primjenom dodatnog upravljackog podsistema. Zbog toga se ovi
tipovi estimatora mogu nazvati aktivnim estimatorima.

Kod konfiguracije na slici u naucnim radovima [122-124] je predlozeno
rjesenje kako ostvariti sto bolju realizaciju inverzne prenosne funkcije objekta bez
problema kauzalnosti. Naime, posmatrajuéi strukturu Luenbergerovog opservera

na slici i nalazedi ekvivalentnu prenosnu funkciju }i (é)) za u = 0, dobija se

(2) _ Wi(z) 1

I3
Yo(2) 1+ We(2)Wn(2) Wi)ooo W(z) (9.42)

S obzirom na to da je W,, = W,, to znaci da strukturu na slici m odnosno na
slici 0-3] treba modifikovati kao $to je pokazano na slici [9.13] Kako je pokazano u
[124], logika je vrlo jednostavna. Ako sistem u oznac¢enom pravougaoniku ostvaruje
idealno praéenje njegove reference ¢ (§ = q) onda je U.(2) = W,,1(2)Q(z), a posto
je W = W, tada je Uc(2) = W, H(2)Q(2).

Konfiguracija na slici je, u sustini, istovjetna s konfiguracijom na slici
(u z-domenu). Naime, posto se radi o linearnim konfiguracijama, mogu se, kao sto
je ve¢ pokazano na primjeru opservera datog na slici odredivati uticaji ulaza
estimatora u(k) i yo(k) na njegov izlaz u.(k) posebno. Sa slike se lahko nalazi

U)W
Yo(2) 14+ Wi(2)Wi(z)’

(9.43)

Uc(z)  Wi(2)Wi(2)

U(z) ~ 1+ W)W (=) (9.44)
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9.5. Aktivni estimator poremecaja
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Slika 9.13. Aktivni estimator poremecaja

Isti izrazi se dobijaju i za estimator na slici

Primjer 9.6

Neka je objekat upravljanja kao u primjeru (9.1

U osnovi, cijeli problem se svodi na zahtjev da prenosna funkcija Wi(z) ima

veliko pojacanje, a upravljacki podsistem Wy (z)W,,(z) obezbjeduje perfektno

pracenje svog referentnog signala. To se najbolje moze posti¢i primjenom

sistema s velikim (beskona¢nim) pojacanjem. Takvi sistemi su sistemi s

promjenljivom strukturom s kliznim radnim rezimom. Osim toga, dodavanjem

takvom sistemu estimatora poremecaja na osnovu klizne promjenljive, paralelno

elementu Wy (z), postizu se veoma znacajna poboljSanja u pracenju referenci

sto je primijenjeno u nau¢nom radu [71].

Poseban problem moze nastati ako objekat upravljanja ima nestabilne modove.

U disertaciji [124] je analiziran taj problem i navedeno adekvatno rjesenje.
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10. Diskretni KR u linearnim

sistemima s vise ulaza

U odjeljku naglaseno je da je organizacija KR u dinamickim sistemima
upravljanja s vise ulaza znatno slozenija nego u slucaju sistema s jednim ulazom.
Isto vrijedi i za organizaciju diskretnih KR kod kojih postoji nekoliko faktora
koje otezavaju projektovanje i implementaciju ove upravljacke metodologije na
dinamicke sisteme upravljanja s vise ulaza.

Vazna osobina KRVR je smanjenje treperenja i snizavanje reda dinamike sistema
za broj koji je veéi od broja ulaza. Ova ¢injenica je iskoristena u nau¢nom radu
[105] gdje je u vremenski kontinualnom sistemu upravljanja s vise ulaza ostvaren
nulti red dinamike sistema. Na ovaj nac¢in je obezbjedeno konac¢no vrijeme dolaska
sistema u ravnotezno stanje za tradicionalne linearne klizne povrsi, sto nije moguée
posti¢i konvencionalnim KR. Zbog problema spregnutosti kliznih promjenljivih u
sistemima s vise ulaza, u nauénom radu [27] je predlozeno rasprezanje upravljackih
komponenti odgovarajué¢im transformacionim tehnikama koje elegantno rjesava
ovaj problem.

Upravo ova dva rada su bila podsticaj da se u nau¢nim radovima [66H68] ponude
rjesenja za projektovanje SUPS u vremenski diskretnom domenu za sisteme s vise
ulaza. Zajednicka ideja radova je da ostvari rasprezanje upravljackih komponenti
sistema s viSe ulaza i moguénost proizvoljnog izbora reda dinamike sistema u
diskretnom KR. Vrlo vazna osobina koje je istaknuta jeste da konac¢no vrijeme
dosezanja klizne promjenljive i uspostava zeljene dinamike u diskretnom KR ima
osobine dead-beat upravljanja.

Posmatra se linearni visevarijabilni dinamicki sistem oblika
x(t) = Az (t) + B(u(t) +d(t)), (10.1)

gdje je x € R™ vektor stanja, u € R™ vektor upravljanja, a d € R™ vektor pore-

mecaja koji djeluje u prostoru upravljanja. Matrice sistema A i B su konstantne i
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10. Diskretni KR u linearnim sistemima s vise ulaza

imaju odgovarajuc¢e dimenzije. Neka je sistem ([10.1)) kompletno kontrolabilan i
neka je matrica B punog ranga rang { B} = m. Vektor poremecaja d(t) sadrzi
efekte neodredenosti parametara sistema i vanjskog poremecaja, te se moze opisati

kao

Bd(t) = AAz(t) + ABu(t) + (B + AB) f(t), (10.2)

gdje su f(t) vanjski poremecaj, a AA i AB neodredenosti i/ili perturbacije parame-
tara matrica sistema i ulaza, respektivno. Uslovi invarijantnosti na parametarske

poremecaje su zadovoljeni ukoliko vazi da je rang {[B AA AB]|} = rang B = m.

Vremensko-diskretni model sistema u prostoru stanja se dobija uz standardnu
pretpostavku da se vektor upravljanja ne mijenja izmedu trenutaka uzorkovanja, tj.

u(t) =uw(kT), kT <t < kT 4+ T, gdje je T period uzorkovanja sistema. Diskretni
model sistema ([10.1]) je oblika

z(k+ 1) = Agz(k) + Ba(u(k) + d(k)), (10.3)

gdje x(k), u(k) i d(k) oznacavaju vrijednosti vektora stanja, upravljanja i pore-
mecaja u trenucima uzorkovanja t = kT, respektivno. Matrice diskretnog sistema
(10.3)) se nalaze kao Ay = eAT i B, = foT eA™ B dr i zavise od perioda uzorkovanja.

Pod pretpostavkom da je period uzorkovanja dosta mali, te da se vektor pore-
mecaja moze smatrati skoro konstantnim izmedu trenutaka uzorkovanja, osobina
invarijantnosti na poremecaje se zadrzava i nakon diskretizacije sistema, Sto je
usvojeno u izvodenju modela . Takode, ukoliko je period uzorkovanja zado-
voljavajuéi [131], sistem nakon diskretizacije ostaje kontrolabilan, ukoliko
je kontinualni sistem kontrolabilan. Matrica kontrolabilnosti diskretnog
sistema, je definisana kao

C=[Bys AiB, --- AV 'By. (10.4)

Rasprezanje sistema n-tog reda s obzirom na upravljacki ulaz se moze postié¢i
dekompozicijom sistema u podsisteme s jednim ulazom. Za ovu namjenu se koriste
indeksi kontrolabilnosti, koji su uvedeni u odjeljku [6.2.2] Za diskretni sistem

redukovana matrica kontrolabilnosti C,, se formira u obliku
Cp=[b1 Agby -+ A} 70y o by Agby, - AT by, (10.5)
gdje je b; (i =1,...,m) i-ta kolona matrice By.
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U matrici , cjelobrojne vrijednosti r; (¢ = 1,...,m) predstavljaju indekse
kontrolabilnosti, pri ¢emu se svaki indeks r; odnosi na i-tu kolonu matrice By i
odreduje iz (10.5). U [111], pokazano je da vrijedi il i =n.

i=

Kako je intencija da se u rjesavanju upravljackog zadatka koriste KRVR, treba
se podsjetiti da u sistemima s jednim ulazom organizacija KR viseg reda daje
zahtjev da je relativni red sistema jednak redu KR. U tom svjetlu, ideja je da se
u proceduri dekompozicije sistema uvedu pomoéne promjenljive ¢iji su relativni
redovi jednaki indeksima kontrolabilnosti.

Naime, neka se za sistem definiSu pomoéne promjenljive g;(k) (i =
1,...,m), pri ¢emu svaka promjenljiva odgovara jednoj upravljackoj komponenti.

Ove promjenljive obrazuju vektor g(k) = [g1(k) --- gm(k)], koji se definise kao

(&3]
g(k) = Cyx(k), Ci=1|:|, geR>, (i=1,...,m). (10.6)

Cm

Predlozena procedura zahtijeva da pomoéna promjenljiva ¢;(k) ima relativni red

koji je jednak odgovarajuéem indeksu kontrolabilnosti r; (i = 1,...,m).

Dakle, nakon nalazenja skupa indeksa kontrolabilnosti sistema, potrebno je
pronaci matricu Cy koja obezbjeduje zahtijevane relativne redove pomocénih pro-
mjenljivih. Jedno od rjeSenja za matricu Cy je dato u nau¢nom radu [68] koje ¢e

ovdje biti predstavljeno.

Za posmatrani sistem ((10.3) s indeksima kontrolabilnosti r; (i = 1,...,m),
pomoéne promjenljive g;(k) imaju relativne redove koji su jednaki indeksima

kontrolabilnosti ako se matrica C| izabere u obliku
c=1[0 0 1cl,  (i=1,...,m), (10.7)

CZ'Z [Bd AdBd Agi_QBd A:Zi_leiL (10'8>

gdje operator T oznacava desnu pseudoinverziju matrice, a matrica By; je dio

matrice By koji je definisan kao Bg; = [b1 by --- b;], i < m.
Za izabrano C 4 u skladu sa (10.7)) i (10.8]), dinamika pomoénih promjenljivih

se moze opisati razvojem
gilk +j) = ciAlx(k),  (j=0,1,...,m—1), (10.9)
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10. Diskretni KR u linearnim sistemima s vise ulaza

gi(k + ;) = c;Aljz(k) + c; AL Ba(u(k) + d(k)). (10.10)

1z posljednjih jednacina se vidi da je ostvareni relativni red pomo¢ne promjenljive
gi jednak indeksu kontrolabilnosti ;. Grupisanjem svih m pomoénih promjenljivih

(10.10) u vektor, dobija se jednacina

gl(ki + ’r‘l) ClAgl ClAgl_le
gg(k + 7’2) CQz4r2 CQATZ_IBd

_ = T | ak) + ‘ (w(k) +d(k)).  (10.11)
gm(k +7m) CmAQm CmAgm_le

U [68] je pokazano da iz ((10.11)) kvadratna matrica W 4 definisana kao

ClAgl_le
CQATQ*le

W, = ¢ (10.12)
CmAZm_le

je gornjo-trougaona matrica sa svim jedinicama na glavnoj dijagonali, tako da
vrijedi det {W,} =1 ako je Cj izabrana u skladu sa i (10.8). Samim tim
je W, regularna matrica i ima svoju inverziju. Iz slijedi da se upravlja-
njem oblika u(k) = W'/ (k) postiZe da upravljacka komponenta u, od vektora
upravljanja u'(k) utice isklju¢ivo samo na svoju pomoénu promjenljivu g;. To
znaci da je diskretni sistem adekvatnim izborom pomoénih promjenljivih
f transformisan u sistem definisan sa i , kod koga je
ostvareno raspregnuto upravljanje. Svaki podsistem je opisan dinamikom r;-tog

reda.

Nakon rasprezanja, u svakom od podsistema moguce je projektovati i organizovati
zeljeni KR viseg reda koriste¢i algoritme koji su razvijeni za sisteme s jednim
ulazom.

Ukoliko se u i-tom podsistemu organizuje KR ¢;-tog reda, rezultujuc¢a dinamika
podsistema u KR je (r; — ¢;) = Nj-tog reda. Red dinamike cjelokupnog sistema se

onda moze iskazati kao

N=> Ni=> (ri—@)=n-)Y_a (10.13)
=1 i=1 =1
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10.1. Realizacija upravljanja s kona¢nim vremenom smirivanja primjenom KRVR

1z relacije se moze vidjeti da se red dinamike kompletnog sistema moze
proizvoljno podesavati adekvatnim izborom reda KRVR u svakom od podsistema,
pri ¢emu mora da vazi 1 < ¢; <r;, 2 =1,...,m. U slucaju konvencionalnih KR u
podsistemima, ¢; = 1 pa iz slijedi N = n — m, sto je dobro poznat teorijski
rezultat. Dakle, na osnovu se moze zakljuéiti da je ovim pristupom moguce
ostvariti dinamiku sistema u KR ¢iji je red manji od n — m.

Po ugledu na KR u kontinualnim sistemima, KR ¢;-tog reda u i-tom podsistemu

se definise kao kretanje pri kome klizna promjenljiva s; ispunjava sljedeéi zahtjev
Sz(/{) :Si(k—i-l):-”:Si(k—i-qi—l):(), (i:1,...,m). (10.14)

Potreban uslov da bi se ostvarilo zeljeno kretanje (10.14)) je da je relativni red

klizne promjenljive s; u odnosu na upravljanje jednak g;.

10.1. Realizacija upravljanja s konacnim vremenom

smirivanja primjenom KRVR

Ukoliko je red KR viseg reda u svakom od podsistema jednak pripadajué¢em indeksu
kontrolabilnosti, tj. ¢; =7; (i =1,...,m), iz se dobija N = 0. To znadi
da je rezultujuca dinamika sistema nultog reda, odnosno da su sve sopstvene
vrijednosti (polovi) sistema jednake nuli. Ova situacija u diskretnim sistemima
upravljanja je poznata da obezbjeduje dolazak sistema u ravnotezno stanje za
konacno vrijeme i to za minimalan broj perioda uzorkovanja. Upravljanje koje
ostvaruje ovo kretanje se naziva upravljanje s kona¢nim vremenom smirivanja ili
dead-beat upravljanje [132].

Postoji dosta radova u literaturi koji se odnose na dead-beat upravljanje. Veéina
njih posmatra sisteme s jednim ulazom i koristi polinomijalni pristup u projekto-
vanju dead-beat regulatora. Medutim, u sluc¢aju sistema s vise ulaza, projektovanje
upravljanja nije tako jednostavno. Mogu se uglavnom izdvojiti tri pristupa u
projektovanju dead-beat upravljanja za sisteme s vise ulaza: metoda podesavanja
polova sistema [133, [I34], pristup linearnog kvadratnog regulatora [135] [136] i
dead-beat upravljanje bez riplova [137, [138]. Tako je dead-beat upravljanje veoma
atraktivna upravljacka metoda, ima dva znacajna nedostatka. Cesto zahtijeva
upravljacke signale velikih amplituda koje nisu prihvatljive i/ili ostvarljive, kao i

osjetljivost na vanjske i parametarske poremecaje.
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10. Diskretni KR u linearnim sistemima s vise ulaza

Prvi nedostatak nastaje iz zahtjeva da sistem iz pocetnog stanja za kratko
vrijeme (svega nekoliko perioda uzorkovanja) dode u koordinatni pocetak. Ovaj
problem se rjesava povecanjem perioda uzorkovanja upravljackog sistema, ¢ime
se mogu ograniciti amplitude upravljackih signala. Medutim, s ve¢im periodom
uzorkovanja poveCavaju se efekti djelovanja poremecaja na sistem. Kako se idealno
ponasanje ostvaruje samo u nominalnom sistemu bez poremecaje, neophodno je

da upravljacki sistem sto bolje kompenzuje poremecaja.

U cilju rjesavanja ova dva kontradiktorna zahtjeva namece se rjesenje kroz
primjenu visestruke diskretizacije u sistemu [I39]. Ve¢i period uzorkovanja se koristi
za generisanje dead-beat upravljanja, dok se znacajnije manji period uzorkovanja

koristi za estimaciju i kompenzaciju poremecaja u sistemu.

Koristeéi opisani pristup, ostvarivanje dead-beat odziva primjenom KR viseg

reda u sistemu (10.3]), odnosno u raspregnutim podsistemima (10.9) i (10.10)),

razmatrade se za slucaj nominalnog sistema, tj. kada je d (k) = 0, Vk. Kako
je zahtjev da relativni red klizne promjenljive bude jednak ¢;, a za dead-beat
odziv vazi q; = r;, klizne promjenljive moraju biti relativnhog reda r;. Treba
podsjetiti da komponente pomocéne promjenljive , pod uslovima i
, upravo posjeduju trazene relativne redove. Odavde se moze zakljuciti, da u
ovom slucaju klizne promjenljive se mogu poistovjetiti s pomoénim promjenljivim,
tj. s(k) =g (k), (si(k) =gi(k), i=1,...,m). Dakle, u daljoj analizi krece se

od sljedeéeg modela sistema
gilk+ ) = ciAJz(k), (j=0,1,...,r—1), (10.15)
gi(k + TZ'> = czAglw(k) + CiAgi_le’u,Ui'). (10.16)

Sagledavajuéi svih m kliznih promjenljivih, (10.16)) se moze napisati u matri¢noj

formi

g1(k+r1) clA} clAgl_le
g2(k +12) oA A B,

, = | T ak) + ‘. u(k) = Mz (k) + W qu(k).
gm(k + rm) CmAgm CmAgm_le

(10.17)
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10.1. Realizacija upravljanja s konacnim vremenom smirivanja primjenom KRVR

Vet je pokazano da ée postojati matrica ng, ukoliko se C izracuna na osnovu

(110.7) i (10.8). Ocigledno je onda da se za upravljanje
u(k) = -W;'Mx(k) = —Kz(k) (10.18)
anulira desna strana ([10.17)) i dobija se

g1(k+r1)
az(k " ) o (10.19)

gm(k + Tm)

Ovo pokazuje da ¢e sve klizne promjenljive postati jednake nuli za najvise

p = max; {r;} perioda uzorkovanja.

Zamjenom upravljanja ((10.18)) u polazni sistem ((10.3) pri d(k) = 0, Vk, dobija

Se

a:(k + 1) = (Ad — BdK>.’I,‘<k) = Ae:p(k) (1020)

Iterativnim razvojem (|10.20f) dobija se jednacina

x(k+p) = Alx(k). (10.21)

U naucnom radu [66] je pokazano da je A, nilpotentna matrica s stepenom

nilpotentnosti p = max; {r;}, Sto znaci da ¢e vaziti A2 = 0.

Ovo ukazuje da ¢e upravljanje ((10.18]) u nominalnom sistemu (10.3)) ostvariti
dead-beat odziv, odnosno da ¢e stanje sistema iz bilo kojeg pocetnog stanja za

vrijeme pT" dovesti sistem u koordinatni pocetak.

Treba istaé¢i da ¢e odziv realnog sistema s upravljanjem odgovarati
teorijski dobijenom dead-beat odzivu u mjeri u kojoj realni model sistema
odgovara nominalnom modelu, na osnovu koga je i projektovano upravljanje. Dakle,
neophodno je izvrsiti kompenzaciju poremecaja u sistemu sa ciljem da se dobije

sto pribliznije ponasanje nominalnom sistemu.
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10. Diskretni KR u linearnim sistemima s vise ulaza

10.1.1. Kompenzacija poremecaja koriStenjem nominalnog modela

sistema

Ocigledno je da dead-beat upravljanje ne utice na slabljenje djelovanja
poremecaja u sistemu. U nau¢nom radu [66] je poboljSsana robusnost sistema, tako
sto se dead-beat upravljanju pridodaje kompenzaciono upravljanje formirano u
opserveru poremecaja, sa ciljem ostvarenja Sto bolje kompenzacije poremeéaja u
sistemu. Kompenzacione tehnike opisane u poglavlju [J] su pogodne za primjenu u
kombinaciji s projektovanim dead-beat upravljanjem. Neka je period uzorkovanja
opservera poremecaja T, odreden relacijom T = hT,, gdje je h neka pozitivna
cjelobrojna vrijednost vec¢a od jedan. Ovim je definisan odnos perioda uzorkovanja
upravljackog i kompenzacionog dijela sistema. Period uzorkovanja T, treba odrediti
dovoljno mali tako da se poremecaj moze smatrati skoro konstantnim izmedu dva

uzastopna trenutka uzorkovanja u kompenzacionom sistemu.

Diskretizacija sistema ((10.1]) periodom T, uz pomenute pretpostavke daje model
x(k+1) = Ax(k) + Bo(u(k) + d(k)), (10.22)

gdje se matrice diskretnog sistema nalaze kao A, = e47° i B, = fOT °eA'Bdt, a
promjenljive x(k), w(k) i d(k) su uzorkovane u trenucima t = k7,. Upravljanje

koje djeluje na sistem (10.22)) je sada kombinacija dead-beat upravljanja (10.18)) i
kompenzacionog upravljanja u,(k), pa se moze pisati

u(k) = —Ka:<mJ) + u,o(k), (10.23)

h

gdje FJ oznacava zaokruzivanje % na najblizu cjelobrojnu vrijednost koja je
manja ili jednaka % Ova notacija je upotrijebljena da bi se implementirao pristup

visestruke diskretizacije u sistemu. Primjenom upravljanja (10.23)) u sistemu
(10.22)), dinamika sistema postaje

z(k+1) = A,x(k) — BOKx({ZJ) + By (uo(k) + d(k)). (10.24)

Model nominalnog sistema (|10.3|) za period uzorkovanja T, je opisan jednac¢inom

2ok + 1) = Ay (k) — BoKam, ( m) . (10.25)
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10.1. Realizacija upravljanja s konacnim vremenom smirivanja primjenom KRVR

Cilj upravljanja je natjerati stanje perturbovanog sistema ([10.24]) da prati
stanje nominalnog modela ((10.25)). U tu svrhu formira se greska pracenja e(k) =

T (k) — (k). Koristenjem ((10.25) i (10.24]) dolazi se do njene dinamike

e(k+1) = Ase(k) — Bo(uo(k) + d(k)). (10.26)

Sada je potrebno odrediti kompenzaciono upravljanje u, (k) koje ¢ée uciniti gresku
sto manjom. Za to se moze upotrijebiti metoda diskretnog ekvivalentnog upravlja-
nja u klasicnom KR. Najprije je potrebno definisati vektor klizne promjenljive u

kompenzacionom sistemu

(10.27)

Naredna vrijednost klizne promjenljive se dobija koristenjem ([10.27)) i (10.26))
kao

o(k+1)=C,A.e(k) — CoB,(u,(k) + d(k)). (10.28)
Iz uslova o (k + 1) = 0 se moze naéi ekvivalentno upravljanje

uo(k) = (CoB,) 'C,Ae(k) — d(k). (10.29)

Vektor upravljanja se ne moze prakti¢no realizovati bududéi da trenutna
vrijednost poremecaja d(k) nije poznata. Medutim, ukoliko se d(k) moze dobro
estimirati svojom prethodnom vrijednoséu d(k — 1), efekti djelovanja poremeéaja
na sistem se mogu dijelom potisnuti. Na osnovu se moze pisati

o(k)=C,Ase(k—1)— C,By(uo(k —1) +d(k —1)), (10.30)
odakle se moze izraziti prethodna vrijednost poremecaja

d(k—1) = (C,B,) (CoAve(k — 1) — a(k)) — u,(k — 1). (10.31)

Ukoliko je period uzorkovanja T, izabran u skladu sa zahtjevom da se poremecaj
u toku te periode ne mijenja znacajno, onda se (10.31)) moze smatrati dobrom

estimacijom poremecaja d(k).
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10. Diskretni KR u linearnim sistemima s vise ulaza

Dakle, ukoliko se u (10.29)), umjesto d(k), primijeni d(k — 1) iz (10.31)), vektor

kompenzacionog upravljanja postaje
uo(k) = up(k — 1) + (C,B,) ! (CoAse(k) — CoAse(k — 1) + a(k)). (10.32)

Ovo je rekurzivna forma kompenzacionog upravljanja, ¢ija se inicijalna vrijednost
treba postaviti. Uslov o (k+ 1) = 0 se moze shvatiti kao dead-beat upravljanje
klizne promjenljive u jednom koraku.

Zato za inicijalnu vrijednost kompenzacionog upravljanja se moze uzeti upravo
ta vrijednost koja je izracunata za nominalni model. Treba naglasiti da ¢e buduca
vrijednost vektora klizne promjenljive zavisiti od razlike izmedu stvarne i estimirane

vrijednosti vektora poremecaja.

Primjer 10.1

Performanse predstavljenog dead-beat upravljanja baziranog na KR viseg reda,
uz primjenu kompenzacije poremecaja, bi¢e demonstrirane kroz simulacije.
Kao objekat upravljanja biée koriSten linearizovani model aviona [140), [66].
Najprije se posmatra kombinacija dead-beat upravljanja i kompenzatora pore-
mecaja na bazi nominalnog modela objekta. .

Pocetno stanje sistema je &y = [10 -5 0 —10 5} . Neka na sistem djeluje

vektor poremecaja oblika d(t) = {0.5 sin(%wt) T (wt) 2h(t— 1.5)}T, gdje je
T (wt) trougaoni signal ugaone ucestanosti w, a h(t) je jedinicna Hevisajdova
odskoc¢na funkcija.

Upravljacki sistem ima dva perioda uzorkovanja, te se koriste dva diskretna
modela sistema. Model (Ag4, By) se koristi za projektovanje dead-beat uprav-
ljanja koje radi s periodom 7' = 1 s, dok model (A,, B,) sluzi za kompenzaciju

poremecaja koja se radi s periodom T, = T//100 = 0.01 s. Matrice Ay i By su:

1 012 1.12 011 —0.75] [—0.51 0.04 —0.02]
0 094 —0.17 —0.04 0.06 —0.13  0.97  0.02
Aqg= 10 0.05 1 0.58 —0.28], B;=|140 0.02 -0.58
0 011 —-0.01 0.20 —0.39 2.10 0.05 —0.94
0 —0.16 0.02 041 0.26 | | 231 —0.10 —0.54]

Red sistema je n = 5, a broj ulaza je m = 3.
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10.1. Realizacija upravljanja s kona¢nim vremenom smirivanja primjenom KRVR

Diskretni sistem je takode kontrolabilan s indeksima kontrolabilnosti koji su

dati sljede¢im vektorom r = {2 2 1}.
Moze zakljuciti da dead-beat odziv ima dva koraka jer je p = max; {r} = 2.

Definisu se tri klizne promjenljive, s odgovarajué¢im vektorima c¢i, ¢s i c3, ¢iji

relativni redovi treba biti jednaki indeksima kontrolabilnosti.

Vektori se racunaju na osnovu sljedeé¢ih jednacina:

C|l = [0 1} [Bd Adblra

02:[0 1} {Bd Agby Adbzr,

C3 = {0 1} B:ri
Dobijena rjesenja sacinjavaju matricu Cy kao

0 0.0022 04763 —0.2733 —0.0397
Cy= |7.4063 0.1895 —1.6416 —1.4031 3.9168
0 0.3264 0 —2.2326  2.0518

Matrice Wy, M i K se racunaju kao

c1A By 1 0.0232 —0.4481

Wi= |c2AyBg| = |0 1 —3.3072 |,
CgBd 0 0 1
clAfl 0 0.0536  0.4723 0.3003 —0.2240
M = cQA?l = [7.4063 2.0694 14.9550 3.4838 —8.8158],
c3Ay 0 —0.2660 0.0000 0.3695 1.4274

—0.1721 —-0.0932 0.1249 0.3565 0.5107
K = | 74063 1.1895 14.9550 4.7058 —4.0952
0.0000 —0.2660 0.0000 0.3695 1.4274
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10. Diskretni KR u linearnim sistemima s vise ulaza

Model (A,, B,) koji se koristi za kompenzaciju poremecaja je definisan sa

1 0
0 1
A, = |0 0
0 0.0005
0 —0.003

0.01
—0.002
1
0
0

0

0
0.01
0.99
0.011

—0.01 ]
0.0007
0
—0.01
0.993 |

[—0.0001 0
—0.0012 0.01
0.0002 0
0044 0
| 0.016 0

0

0
—0.0001
—0.0165
—0.0008

1z uslova C,B, = I (I je jedini¢na matrica), matrica C, se dobija kao

0 0.1063 0 —3.58 72.6577
C,= 1[0 100.04 0 -—0.429 8.6836
0 0.2965 0 —69.82 192.532
10 5 " -
T |
[
T =
& N z3 4 = o}
s 9K \ 89 =
% S’ \\ Ty 5
g Oe A\ G E -5
; :
- =
< g
~ -5¢ 2 -10 —_—
= u
u3
10 - . -15 L
0 1 Z ) 4 0 1 2 4
il 120
N -4
E 0 /\ > 100 g2
i N £ g0 9
5 E
g1 £ 60
2 £
S 2 g 4r
() =
& M0}
G v | T
M -3 =
= v2 o ——
b=t U3
4 . L 20 | |
0 1 2 3 4 0 Il 2 4
Vrijeme [s] Vrijeme [s]

Slika 10.1. Signali stanja sistema, dead-beat upravljanja, kompenzacionog upravljanja
i kliznih promjenljive
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10.1. Realizacija upravljanja s kona¢nim vremenom smirivanja primjenom KRVR

Simulacioni rezultati ovog sistema, gdje se primjenjuje dead-beat upravljanje
i kompenzaciono upravljanje , prikazani su na slici m Si-
mulacioni korak integraljenja je 0.1ms. Na slikama su linijama prikazane
kontinualne promjenljive, dok su uzorkovane vrijednosti oznacene s e.

Slika M(a) prikazuje stanja sistema koja se uspjesno dovode u koordinatni
pocetak uprkos poremecajima. Vrijeme smirenja sistema je 2s. Unutar slike su
uvecano prikazana stanja sistema u stacionarnom stanju. Moze se vidjeti da je
djelovanje poremecaja zanemarljivo.

Dead-beat upravljanje je dato na slici M(b) i uocava se da upravljacka
sekvenca ima predvidena dva koraka. Poremecaji su znacajno oslabljeni uvode-
njem kompenzacionog upravljanja koje predstavlja estimirani poremecaj (slika
10.1{(c)).

Klizne promjenljive su prikazane na slici M(d), gdje se vidi da projektovani

regulator obezbjeduje anuliranje ovih promjenljivih u kona¢nom vremenu.

10.1.2. Kompenzacija poremecaja koristenjem STA

STA je algoritam upravljanja promjenljive strukture koji obezbjeduje nastanak
KR drugog reda i o njemu je bilo rije¢i u odjeljku Inicijalno je razvijen
za kontinualne sisteme s jednim ulazom [I3] 14, 141]. Odlikuje ga znacajna
eliminacija treperenja, kona¢no vrijeme konvergencije sistema i odli¢na robusnost
na poremecaje u sistemu. Zbog svojih dobrih osobina ovaj algoritam je nasao
primjenu u mnogim aplikacijama i stekao veliku popularnost. Medutim, diskretna
implementacija ovog algoritma je jos uvijek predmet istrazivanja u dosta radova.
STA je dobar kandidat za primjenu u opserverima poremecaja.

Novi opserver poremecaja za diskretne sisteme s vektorskim upravljanjem, koji se
bazira na STA, je predloZen u [67]. U diskretizaciji STA primijenjena je eksplicitna
Ojlerova metoda, iako postoje i drugi pristupi [59]. Konvergencija estimirane
vrijednosti poremecaja ci(k) ka stvarnom poremecaju d(k) je dokazana koristenjem
pristupa pseudo-linearnih sistema [142].

Kako kompenzacionim upravljanjem nije mogucée kompletno ponistiti djelovanje
poremecaja, zadatak je pronaéi upravljanje koje ¢e da dovede stanje sistema u
predefinisanu okolinu koordinatnog pocetka u prostoru greske ((10.26) u kontekstu
KR i odgovarajuce klizne promjenljive (10.27). Veli¢ina te okoline bi trebalo da

zavisi od parametara upravljackog algoritma i da bude invarijantna na poremecaj.
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10. Diskretni KR u linearnim sistemima s vise ulaza

Odgovori na ova pitanja su dati u nauénom radu [67], a ovdje ¢e biti predstavljeni
bez dokaza.

Kompenzaciono upravljanje u,(k), ¢ije su komponente definisane sa

uoi(k) = viei(k) + ay/|oi(k)|sign(oi(k)) — zi(k), (10.33)

zi(k+1) = zi(k) — T,Bsign(oi(k)), i=i=1,...,m, (10.34)

a < VT,0, (10.35)

gdje je v; i-ta vrsta matrice (COBO)_lCOAO a a, 8 € R su neke realne pozitivne
konstante, ¢e dovesti kliznu promjenljivu za konacéno vrijeme u ogranicenu

okolinu oko koordinatnog pocetka ¢ija je granica definisana Euklidovom vektorskom

normorIn

o (k)| ~ T,p. (10.36)

Vektorska forma kompenzacionog upravljanja u,(k), ¢ije su komponente opisane

sa ((10.33]) i (10.34)), se moze bez gubitka opstosti zapisati u obliku

uo(k) = (CoB,)"CoAse(k) + Wa(lﬂ) — 2(k), (10.37)
z(k+1) = z(k) — HoTzlf)lla(k)' (10.38)

Na osnovu ovih jednacina se moze uociti da opserver poremecaja posjeduje
tri parametra: «, 8 i T,. Parametri § i T, uticu na dimenzije oblasti u kojoj

konvergira o, a samim tim i greska e. Parametar « uti¢e na brzinu konvergencije

greske. Ovi parametri se mogu izabrati na osnovu relacija (10.35)) i (|10.36]).

Primjer 10.2

U ovom primjeru se ispistuje ponasanje sistema kada se dead-beat upravljanju
dodaje komenzaciono upravljanje bazirano na primjeni STA sto je prezentirano
u [67].

Nominalni sistem je isti kao i u primjeru [I0.1} dok je poremecaj definisan
vektorom d(t) = |1.5sin (§7t)h(t —1) —h(t—25) 05T (wt)h(t —3.5)].
Da bi poremecaj bio LipSicovog tipa, Sto zahtjeva STA, Hevisajdova odskocna

funkcija je ublazena aproksimacijom h (t) = 1 — e'/7, gdje je 7 = 5ms.
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10.1. Realizacija upravljanja s kona¢nim vremenom smirivanja primjenom KRVR

Pocetno stanje sistema i period uzorkovanja dead-beat regulatora je ista kao u
primjeru pa je dead-beat regulator potpuno identican. Medutim, perioda
diskretizacija opservera poremecaja je manja, i iznosi T, = 7//200. U ovom
slu¢aju, model (A,, B,) koji se koristi za kompenzaciju poremecaja je definisan

sa

1 0.0000 0.0057 0.0000 —0.0050]
0 0.9997 —0.0009 —0.0000 0.0004
A,= |0 0.0000 1.0000 0.0050 —0.0000],
0 0.0002 —0.0000 0.9957 —0.0050
0 —0.0015 0.0000 0.0052  0.9966 |

[—0.0000 0.0000  0.0000 |
—0.0006  0.0050 —0.0000
B, = 0.0001 0.0000 —0.0000

0.0220  0.0000 —0.0083
| 0.0079 —0.0000 —0.0004

Iz uslova C,B, = I, matrica C, se dobija kao

0 01062 0 —6.7638 145.0837
C,= |0 200.0396 0 —0.8115  17.3748
0 02963 0 -—138.3283 384.7553

Parametri opservera poremecaja su usvojeni kao a = 0.15 1 = 30, gdje
parametar « zadovoljava uslov ((10.35)).

Slika|10.2|(a) prikazuje stanja sistema koja konvergiraju u koordinatni pocetak u
kona¢nom vremenu 27" uprkos djelovanju poremedéaja. Slika d) prikazuje
klizne promjenljive odakle se vidi da projektovani regulator anulira klizne

promjenljive u kona¢nom vremenu.

Dead-beat upravljanje je prikazano na slici (b), dok estimirane vrijednosti
poremecaja, koje u stvari predstavljaju kompenzaciono upravljanje s negativnim
znakom su date na slici. [10.2)(c).

Uporedujuci odzive sistema iz ova dva primjera i uzimajuéi u obzir da je am-
plituda sinusoidne komponente poremecaja trostruko ve¢a u drugom primjeru,
moze se zakljuciti da sistem s opserverom poremecaja na bazi STA iskazuje

vec¢u robusnost na poremecaje u sistemu a samim tim i ve¢u tacnost.
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Slika 10.2. Signali stanja sistema, klizne promjenljive, dead-beat i komepnzacionog
upravljanja

10.2. Robusno upravljanje u KR proizvoljnog reda

Nakon rasprezanja inicijalnog sistema transformacijom u prostor pomoc¢nih
promjenljivih i , red dinamike sistema u KR se moze proizvoljno
podesavati odgovaraju¢im izborom reda KR ¢; u svakom podsistemu, gdje vazi
1<qg <ri,1=1,...,m.

Neka je zeljena dinamika sistema definisana spektrom polova P. Tada se skup
P moze podijelit u m podskupova P;, ¢iji su elementi polovi i-tog podskupa i ima

ih ;. Kako je N; = r; — ¢;, tada mora da vazi

0<N;<r, (i=1,....,m). (10.39)
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10.2. Robusno upravljanje u KR proizvoljnog reda

Za svaki podskup P; formira se diferentna jednacina ¢iji su korijeni upravo

elementi podskupa P;. Zeljena diferentna jednacina i-tog podsistema je oblika
N;
gi(k + N;) + Z a;,j gi(k+ N; —j) =11, (gl(k)) =0, (10.40)
j=1

gdje su a; ; realni brojevi.

Kako (|10.40) definise Zeljenu dinamiku u KR, klizne promjenljive s;(k) =
si(g(k)) se definisu kao

Sz(k) = Hi(gi(k)), (7, = 1, ooy m) (10.41)

Dakle, zZeljena dinamika i-tog podsistema ({10.40)) je reda N;, dok je red pod-

sistema 7;. Slijedi da u podsistemu treba organizovati KR reda ¢; = r; — N; po
kliznoj povrsi definisanoj sa ((10.14]).

U [68], vektor upravljanja w(k) koji obezbjeduje Zeljenu dinamiku sistema je

odreden na nacin koji ¢e biti predstavljen u nastavku.

Vektor upravljanja u(k), koji u svakom od podsistema (10.9)) i (10.10|) ostvaruje
KR reda ¢; po kliznoj povrsi (10.14)) ima formu

u(k) = W, Mgz (k) - W3 v(k), (10.42)
gdje je matrica M 4 definisana kao

611431 H1 (Ad)

CAQ2H Ad
Mg = o .2( )

, (10.43)
CmAgm Hm(Ad)
matrica W definisana sa (10.12)), a vektor v(k) je kompenzaciono upravljanje.

Ovdje je interesantno primijetiti da ukoliko se zeli posti¢i dead-beat odziv, tada
sug=r;iIl; (Ag) =1, (i=1,...,m), te My postaje M iz (10.17).

Koristenjem definicije (10.41)), pomoénih promjenljivih ((10.9)) i (10.10J), te zeljene
dinamike (|10.40)), jednac¢ine kliznih promjenljivih se mogu zapisati u sljedecoj

matri¢noj formi
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10. Diskretni KR u linearnim sistemima s vise ulaza

si(k+q1)

2l + “) = Mx(k) + Wy(u(k) + d(k)). (10.44)

Sm(k + qm)

Zamjenom upravljanja ((10.42)) u (10.44) dobija se

si(k+aq1)
s2(k - 2w, d(k) — v(k), (10.45)
Sm(k + Qm)

sto pokazuje da je ostvareno rasprezanje upravljanja jer na kliznu promjenljivu
svakog podsistema uti¢e odgovaraju¢a komponenta kompenzacionog upravljanja.

Zbog toga se dalje podsistemi mogu analizirati nezavisno jedan od drugoga. Na

osnovu (|10.45)) moze se pisati
si(k + qi) = waid(k) —vi(k) = 6i(k) —vi(k), (i=1,...,m), (10.46)

gdje wy; predstavlja i-tu vrstu matrice W .

1z posljednje jednacine se moze zakljuciti da se originalni poremecaj d(k) presli-
kava na podsisteme kao poremeéaj 0;(k) = wq;d(k).

Poznato je da su elementi matrice By reda O(T). Na osnovu se moze
zakljuciti da ¢e wy; takode biti reda O(T'), Sto znaci da ¢e poremedaji u podsiste-
mima biti ograni¢eni ukoliko je originalni poremecaj ogranicen i bi¢e reda O(T).
Tada vazi da je |0;(k)| < Ay, (k, i =1,...,m), gdje je A; = O(T).

10.2.1. Projektovanje kompenzacionog upravljanja

Preostalo je odrediti kompenzaciono upravljanje v; (k) koje ¢e obezbijediti konver-
genciju klizne promjenljive s;(k) u $to je moguée manju okolinu oko klizne povrsi
si (k) = 0, uprkos djelovanju poremecaja i uzimajuéi u obzir da je relativni red
klizne promjenljive ¢;. Na osnovu se moze zakljuciti da kompenzaciono
upravljanje treba da bude neka vrsta estimacije poremecaja J; (k).

Za klizne promjenljive relativnog reda jedan, metoda [48] koristi prethodnu
vrijednost poremecaja za njegovu kompenzaciju, koja se izra¢unava na osnovu

modela sistema.
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10.2. Robusno upravljanje u KR proizvoljnog reda

U [72] je pokazano da se prethodna vrijednost poremecaja moze direktno izvuéi
iz klizne promjenljive, koristenjem rekurzivne relacije koja zapravo predstavlja
diskretno integraljenje klizne promjenljive. Ovaj pristup estimacije poremecaja je
detaljno objasnjen u odjeljku[9.4]i ima dosta slicnosti s algoritmom upravljanja
[63] koji nalikuje diskretnoj verziji STA.

STA upravljanja, koji je definisan za kontinualni domen i zahtijeva kliznu
promjenljivu relativnog reda jedan, posjeduje dvije nelinearnosti. Prva je kvadratni
koren apsolutne vrijednosti klizne promjenljive, a druga je signum funkcija klizne
promjenljive. Prva nelinearnost obezbjeduje konvergenciju sistema u kona¢nom
vremenu, dok druga nelinearnost, koja je na ulazu u integracioni element, daje
robusnost sistemu na poremecaje. U diskretnim sistemima ove nelinearnosti
nisu nuzno neophodne, narocito prva nelinearnost. Poznato je da ekvivalentno

upravljanje obezbjeduje dosezanje klizne povrsi u kona¢nom vremenu.

Sve ovo govori u prilog da kompenzaciono upravljanje koje se formira integralje-
njem klizne promjenljive i te kako ima smisla u diskretnim sistemima upravljanja.
Medutim, potrebno je sprovesti detaljniju analizu kada klizna promjenljiva ima
relativni red veéi od jedinice, kao sto je slucaj sa . Vidi se da se poremecaj
direktno reflektuje u kliznoj promjenljivoj za v; (k) = 0, odnosno s; (k + ¢;) = d; (k).
Diskretno integraljenje klizne promjenljive je realizovano Ojlerovom implicitnom

metodom, Sto daje
Ul(k‘) :’L)Z'(k'—1)+k§int7iTSi(k’+q@'—1), (i: 1,...,m), (10.47)

gdje je king,; integralno pojacanje u i-tom podsistemu koje se moze podesavati.

Na osnovu (([10.47)) se moze izraziti vektor kompenzacionog upravljanja u obliku
v(k)=v(k—-1)+TAgx(k), (10.48)
gdje su vrste matrice Ay definisane kao

Ai = Kint.i CiAZf_l IL;(Ag).

Treba podsjetiti da se posmatraju samo sporo promjenljivi poremecaji koji
djeluju kroz kanal upravljanja, te da se mogu smatrati konstantnim unutar malih
perioda uzorkovanja. U teoremi iz [68] su izvedeni uslovi konvergencije klizne

promjenljive pod djelovanjem opisanih poremecéaja.
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10. Diskretni KR u linearnim sistemima s vise ulaza

Ako se u i-tom podsistemu, ¢ija je klizna promjenljiva data sa (10.46)), primjeni
kompenzaciono upravljanje (10.47)), klizna promjenljiva ¢e konvergirati nekoj

ogranicenoj okolini oko s;(k) = 0 ukoliko vazi

0 < ks < = (10.49)
A
Opisana kompenzaciona metoda daje iste rezultate kao pristup iz [48], ali je
jednostavnija i manje ra¢unarski zahtijevna. Takode, ova metoda nije osjetljiva na
varijacije parametara modela, za razliku od metode [4§].
Lahko je pokazati da ukoliko se zZeli izbjeéi realni pol na negativnom dijelu
realne ose u z-ravni (pol na Nikvistovoj granici) klizne promjenljive u odnosu na
poremecaj, integralno pojacanje treba birati iz opsega

1
0< kint,i < T (10.50)

Ovdje je vazno navesti i neka vazna svojstva koja su pokazana u [68]:

« Kada je kint,; izabrano kao kine; = 1/7, tacnost klizne promjenljive je reda
o(T?).

o U slucaju konstantnog poremecaja d;(k) = A;, k > 0, klizna promjenljiva

asimptotski tezi nuli, tj. klim si(k) = si(o0) = 0.
—00

Treba ista¢i da ¢e prethodna svojstva vaziti i u slucaju sporo promjenljivog
poremecaja, koji se moze smatrati konstantnim unutar perioda uzorkovanja. Sta-
vise, za kint; = 1/T, kombinacijom i dobija se v;(k) = d;(k — 1),
S$to na osnovu daje s;(k + ¢q;) = 0;(k) — 6;(k — 1). Ocigledno je da se za
konstantne ili sporo promjenljive poremecaje dobija s;(k + ¢;) = 0, Sto ukazuje da
klizna promjenljiva konvergira ka nuli za kona¢no vrijeme, odnosno da se dobija
dead-beat odziv.

Relacijom obezbjedena je stabilnost pomoé¢nih promjenljivih g;, koje su
funkcije stanja sistema x, samim tim je obezbjedena stabilnost i promjenljivih
stanja x;. To znaci da ¢ée promjenljive stanja x; konvergirati ka nuli ukoliko klizne
promjenljive s; teze nuli. Ako klizne promjenljive teze nekoj ogranic¢enoj okolini
oko s = 0, onda ¢e i promjenljive stanja z; teziti nekoj ogranicenoj okolini oko

koordinatnog pocetka.
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10.2. Robusno upravljanje u KR proizvoljnog reda

Zamjenom upravljanja (10.42)) u sistem ([10.3), uz kompenzaciono upravljanje
(110.48]), dolazi se do sljedeteg opisa kompletnog sistema

(k+1) = (Ag— BaW ' My) a(k) — By (W w(k) - d(k)),  (10.51)
v(k) =v(k—1)+TAzz(k). (10.52)

Prvi ¢lan zbira u (|10.51)) predstavlja konvencionalnu povratnu spregu po stanju,
gdje je matrica pojacanja te sprege data kao K4 = W;lMd. Njome se postize da
spregnuti prenos ima N zZeljenih stabilnih sopstvenih vrijednosti, dok su preostale

n — N sopstvene vrijednosti jednake nuli.

Sli¢no kao i kod kontinualnog pristupa projektovanju klizne povrsi primjenom
dekompozicije visevarijabilnog sistema na viSe sistema s jednim ulazom (vidi
odjeljak , u zavisnosti od izbora N mogu se u principu identifikovati tri
slucaja. Za N = 0 dobija se sistem s kona¢nim vremenom smirivanja (dead-beat
odziv), za 0 < N < n se dobija dinamika proizvoljnog reda primjenom KRVR i za

N = n se dobija klasi¢na povratna sprega po stanju.

Drugi ¢lan u zbiru predstavlja mehanizam kompenzacije poremecaja
upravljanjem (10.52)). Za kin; = 1/T, dobija se v;(k) = 6;(k — 1) = W g d(k — 1).
Tada ¢e kompletni vektor izgledati kao v(k) = Wy d(k — 1), pa ¢e drugi sabirak u
biti By(d(k) — d(k —1)). Kako je By reda O(T) i d(k) — d(k — 1) takode
reda O(T'), onda ée By(d(k)—d(k—1)) biti reda O(T?). Ovo je u skladu s nalazima
u [65], gdje je pokazano da se stacionarno stanje vektora stanja spregnutog sistema

nalazi u okolini O(7?).

Osnovna razlika prikazanog pristupa i nekih drugih metoda je da se ovdje
ekvivalentnom upravljanju ne pridodaje dodatna prekidna komponenta upravlja-
nja asign(s;), jer kod diskretnih sistema jedinstveno (ekvivalentno) upravljanje

ostvaruje i dosezanje klizne povrsi i egzistenciju KR na njoj.

Primjer 10.3

Prikaz procedure projektovanja i performanse predlozenog sistema upravljanja
u ovom odjeljku ¢e ponovo biti demonstrirane na ve¢ koristenom modelu aviona
u prethodnim primjerima. I ovdje je odabran period uzorkovanja 1" = 1s, pa

je diskretni model aviona definisan matricama (Ag, By) kao u primjeru
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10. Diskretni KR u linearnim sistemima s vise ulaza

U ovom primjeru, pocetno stanje sistema je odabrano kao xyg =
[10 100 —15 0 —5} . Poremecaj koji deluje na sistem je oblika d(t) =
[n(t—15) T(0.156)h(t — 10) 0.5sin(Tnt) h(t - 5)]T

Kako su indeksi kontrolabilnosti ve¢ odredeni (11 = ro = 2, r3 = 1), procedura
izbora pomoc¢nih promjenljivih i rasprezanja sistema je ista kao i u prethodnim
primjerima. Matrice Cy i Wy su odredene u primjeru Moze se zakljuciti
da su prvi i drugi podsistem drugog reda, dok je treé¢i podsistem prvog reda.

Sljededi korak je izabrati red KR ¢; u svakom od podsistema u skladu s redom

zeljene dinamike.

Neka je zZeljena dinamika spregnutog sistema prvog reda, koja je definisana
sopstvenom vrijednoséu 0.5. Tada je spektar sopstvenih vrijednosti matrice
stanja sistema definisan s {0.5,0,0,0,0}. To znaci da ¢e sopstvene
vrijednosti prvog podsistema biti {0.5,0}, drugog {0,0} i treeg {0}. Na
osnovu ovoga, imajuéi u vidu indekse kontrolabilnosti, moze se zakljuciti da je
KR u prvom podsistemu prvog reda (¢; = 1), u drugom podsistemu drugog
reda (g2 = 2) i u treéem podsistemu prvog reda (¢gs = 1). Na osnovu ovoga se
iz moze odrediti matrica M ; kao

0.0274  0.0671  0.3197  0.2203 —0.2564
Mg = | 74063 2.0694 14.955  3.4838 —8.8158
—1.2227 —0.3019 —2.0887 —0.2356 2.0847

Kompenzaciono upravljanje se formira na osnovu (10.48)), gdje se matrica Ay,

za izabrana pojacanja na integratorima Kint, = Kint, = Kint; = 0.85, nalazi kao

0.0233 0.0016 0.2499  0.3003 —0.0511
Ag=]6.2953 0.1610 5.7309  0.9754 —2.9660
—1.0393 0.2469 —0.5989 —1.2249 1.2635

Ukupno upravljanje koje deluje na sistem se formira koristenjem . Ispiti-
vanje ponasanja projektovanog sistema upravljanja je sprovedeno simulacijom.
Na slici su dati signali razmatranog sistema upravljanja, odakle se moze
zakljuciti da projektovano vektorsko upravljanje ostvaruje upravljacki zadatak
i dovodi promjenljive stanja sistema iz date pocetne vrijednosti u ogranic¢enu

okolinu koordinatnog pocetka uprkos djelovanju poremecaja.
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10.2. Robusno upravljanje u KR proizvoljnog reda

(b) Linearno upravljanje (a) Stanja sistema
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Slika 10.3. Signali stanja sistema, upravljanja u KR zeljenog reda i komepnzacionog
upravljanja, pomoc¢nih promjenljivi i kliznih promjenljivi

Na [10.3|(b) je prikazano upravljanje koje obezbjeduje KR Zeljenog reda iz

koga se moze uociti da ne posjeduje prekidacku prirodu sto znacajno redukuje

treperenje. Ovdje treba ista¢i da nezeljene oscilacije kao posljedica numericki

racunanja uvijek postoje. S druge strane, robusnost sistema na poremecaje se

postize uvodenjem kompenzacionog upravljanja koje je prikazano na c).
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10. Diskretni KR u linearnim sistemima s vise ulaza

Ovo upravljanje uvodi u sistem integralno djelovanje sto rezultuje kompletnom
kompenzacijom konstantnih poremecaja, dok su sporo promjenljivi poreme-
¢aji znacajno oslabljeni. Takode se vidi da se informacija o poremeéaju (koji
je prikazan na slici [10.3|(f)) moZe uo¢iti u oblicima ovih signala. Pomoc¢ne
promjenljive su prikazane na m(d) iz kojih se vidi da predlozeni pristup
ostvaruje raspregnuto upravljanje, gdje svako upravljanje uti¢e samo na jedu
pomo¢nu promjenljivu. Na kraju, (e) su date klizne promjenljive, koje ko-
nvergiraju ka nuli i formiraju kvazi-klizni domen ¢ija Sirina zavisi od magnitude

poremecaja i perioda uzorkovanja.
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